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A Funktion zur Erfassung der pra¨transitionalen Eﬀekte
cf Reibungsbeiwert, cf = 2τw/(ρu
2
∞)
cp Druckbeiwert, cp = 2(p− p0)/(ρ u2∞)
C Konstante des logarithmischen Wandgesetzes, Gleichung (2.18)
Cl,µ Konstante der 2-Schichten Modelle
Cµ, Cε1, Cε2 Konstanten des k − ε Turbulenzmodells
d [m] Durchmesser
D Funktion im TRANSIC-T Modell
E [N/m2] Energiedichte
E Mittelpunkt des o¨stlichen Nachbar-Kontrollvolumens
E [V] Oberﬂa¨chenheißﬁlm-Spannung
E0 [V] Ruhespannung des Oberﬂa¨chenheißﬁlms
f [s-1] Frequenz der Wirbelablo¨sung
fi [m/s






H [m2/s2] speziﬁsche Totalenthalpie
H12 Formfaktor der Grenzschicht, H12 = δ1/δ2
k [m2/s2] turbulente kinetische Energie, k = 1/2 u′iu
′
i




lµ,v [m] La¨ngenmaß der 2-Schichten Modelle
IV
lε,v [m] dissipatives La¨ngenmaß der 2-Schichten Modelle
L [m] La¨nge
L [m] integrales turbulentes La¨ngenmaß
L [m] La¨ngenmaß





N Anzahl der Ensemble-Elemente
NI Anzahl der Kontrollvolumen in i -Richtung
NJ Anzahl der Kontrollvolumen in j -Richtung
p [Pa] statischer Druck
p Ordnung der Fehlerreduktion
P [m2/s3] Produktionsterm der turbulenten kinetischen Energie
P Mittelpunkt des Kontrollvolumens
q [m/s] Geschwindigkeitsmaß
qi [N/(m s)] speziﬁscher Wa¨rmestromvektor
r Verfeinerungsfaktor
Red mit dem Durchmesser gebildete Reynoldszahl, Red =
ud
ν
Rex Lauﬂa¨ngen-Reynoldszahl, Rex = u∞x/ν
Rey turbulente Reynoldszahl, Rey =
√
ky/νt
ReL mit dem integralen La¨ngenmaß gebildete Reynoldszahl, ReL =
uL
ν
ReL mit der La¨nge gebildete Reynoldszahl, ReL =
u∞ L
ν
Reδ2 Impulsverlustdicken-Reynoldszahl, Reδ2 = u∞δ2/ν
s [m] Lauﬂa¨nge entlang der Proﬁloberﬂa¨che
S [m] gesamte Lauﬂa¨nge des Proﬁls
S [s-1] Maß fu¨r die Dehnungsgeschwindigkeit







Ta [s] Zeitspanne in Abb. 2.7
Tu Turbulenzgrad
Vu [m/s] Geschwindigkeit in x-Richtung
ui [m/s] Geschwindigkeit in i -Richtung
uτ [m/s] Schubspannungsgeschwindigkeit, uτ =
√
τw/ρ
u+ dimensionslose Geschwindigkeit, u+ = u/uτ
U [m] Umfang
v [m/s] Geschwindigkeit in y-Richtung
V [m3] Volumen
w [m/s] Geschwindigkeit in z-Richtung
x [m] kartesische Koordinate
xi [m] kartesische Koordinate in i -Richtung
x0 [m] Abstand des Turbulenzsiebs zur Vorderkante
y [m] kartesische Koordinate
y+ dimensionsloser Wandabstand, y+ = y uτ/ν
y′ [m] gedrehte Koordinate
y∗ dimensionsloser Wandabstand, y∗ = y
√
k/ν
z [m] kartesische Koordinate
Griechische Buchstaben
α− Parameter des SMART Diskretisierungsverfahrens
β [◦] Steigung im Weg-Zeit Diagramm (Abb. 4.64)
γ Intermittenzfunktion





ε [m2/s3] Dissipationsrate der turbulenten kinetischen Energie
εijk Permutationstensor
η [m] Kolmogorovsches La¨ngenmaß
η La¨ngenparameter zur Formulierung der Intermittenzfunktion
κ [m-1] Wellenzahl
κ von Ka´rma´n-Konstante




µ [kg/(m s)] molekulare dynamische Viskosita¨t
µt [kg/(m s)] turbulente dynamische Viskosita¨t
ν [m2/s] molekulare kinematische Viskosita¨t, ν = µ/ρ
νt [m
2/s] turbulente kinematische Viskosita¨t, νt = µt/ρ
ξ Diskretisierungsfehler
ξ Expansionsrate der Kontrollvolumen
ρ [kg/m3] Dichte






φ allgemeine abha¨ngige Variable
φˆ normalisierte abha¨ngige Variable
Φ [m2/s] Geschwindigkeitspotential
ψS Funktion im TRANSIC-T Modell
ω dimensionsloser Totaldruckverlust
ωk [s
-1] Rotation um die k-Richtung
ω reduzierte Frequenz
Ω [m2] Volumen des Kontrollvolumens (in 2D)





e an der Ostseite des Kontrollvolumens
E Transitionsende
ges gesamt
i, j, k Za¨hlindex
k − ε k − ε Turbulenzmodell
krit kritisch
KL Kato-Launder Modiﬁkation








P ′ Werte im Zellmittelpunkt des wandna¨chsten Kontrollvolumens
s bei konstanter Entropie
S Transitionsbeginn
t turbulent
t Hinterkante (trailing edge) des Turbulenzstreifens
turb turbulent
TS Turbulenzsieb






1 an der Messebene 1
2 an der Messebene 2





m nach m Iterationen
Abku¨rzungen
AB LRN k − ε Turbulenzmodell nach Abid
CDS Central Diﬀerencing Scheme
VIII
CFD Computational Fluid Dynamics
CHC LRN k − ε Turbulenzmodell nach Chang et al.
DNS Direkte Numerische Simulation
ERCOFTAC European Research Community on Flow,
Turbulence and Combustion
FORTRAN Formula Translating Language
ILU Incomplete Lower-Upper Decomposition
LES Large Eddy Simulation
LRN Low-Reynolds-Number
MM Realizability Modiﬁkation nach Moore und Moore
MPI Message Passing Interface
NM Non-Matching Interface
OHF Oberﬂa¨chenheißﬁlm
RANS Reynolds-averaged Navier-Stokes Equations
RSM Reynoldsspanungsmodell
SIG Special Interest Group
SIMPLE Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations
SIP Strongly Implicit Procedure
SMART Sharp and Monotonic Algorithm for Realistic Transport
TLV Two-Layer Turbulence Model Using the Normal Fluctuations√
v′2 as Velocity Scale
TRANSIC-T Transitional Intermittency Controlled Two-Layer Model
11 Einleitung
Turbomaschinen werden seit vielen Jahrhunderten entwickelt und weithin genutzt.
Von Wasserra¨dern u¨ber Windmu¨hlen bis hin zu Dampfturbinen und Flugtriebwerken
reichen ausgefu¨hrte Versionen des Konzepts der Turbomaschine. All diese Maschinen
werden dazu verwendet, Prima¨renergie in mechanische oder elektrische Energie um-
zuwandeln. Besonders die Entwicklung der Gasturbine hat sehr viel Erﬁnderta¨tigkeit
hervorgerufen. Schon sehr fru¨h hat man sich mit der Realisierung einer mit Verbren-
nungsgas oder Heißluft beaufschlagten Turbine bescha¨ftigt. Das erste Patent fu¨r eine
Gasturbine (Abb. 1.1 a)) wurde 1791 an John Barber in England vergeben [66]. Die
ersten Gasturbinen zum Antrieb von Flugzeugen wurden von Hans von Ohain und
Frank Whittle unabha¨ngig voneinander entwickelt. Mit dem von von Ohain konstru-
ierten Strahltriebwerk He S 3B, das in Abb. 1.1 b) abgebildet ist, startete im August
1939 das erste gasturbinenbetriebene Flugzeug, die Heinkel He 178.
Der thermodynamische Kreisprozess stationa¨rer Gasturbinen und einfacher Strahl-
triebwerke la¨sst sich durch den Joule-Prozess skizzieren. Am Einlauf wird Luft aus
der Umgebung angesaugt und dem Verdichter zugefu¨hrt. Der auf ein ho¨heres Druck-
niveau gebrachte Massenstrom wird durch einen Diﬀusor in die Brennkammer geleitet,
wo ihm durch Verbrennung eines Kraftstoﬀs (z.B. Erdgas oder Kerosin) Energie zu-
gefu¨hrt wird. Bei stationa¨ren Gasturbinen wird in der Turbine die im Verbrennungsgas
enthaltene potentielle und kinetische Energie mo¨glichst vollsta¨ndig in mechanische
Energie umgewandelt. Diese Energie wird zum einen zum Antrieb des Verdichters
genutzt, zum anderen kann ein Generator zur Erzeugung von elektrischem Strom an-
getrieben werden. Bei Strahltriebwerken wird nur der fu¨r den Verdichter beno¨tigte
Anteil an Energie in der Turbine umgesetzt. Der U¨berschussanteil wird in der nach-
geschalteten Du¨se in Schub umgewandelt.
Abb. 1.2 zeigt eine moderne Fluggasturbine, wie sie in der Boing 747-400 oder dem
Airbus A310-300 eingebaut wird. Bei diesem Maschinentyp handelt es sich um ein
Zweistrom- oder Fan-Triebwerk, bei dem der Luftstrom hinter dem Fan in zwei Teil-
stro¨me aufgespalten wird. Der Hauptstrom wird außen am Turbinengeha¨use vorbei
geleitet und als Strahl mit niedriger Geschwindigkeit ausgestoßen. Der kleinere Teil
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Abb. 1.1: a) Historische Patentzeichnung der Gasmaschine von John Barber aus dem
Jahr 1791 [66]; b) Strahltriebwerk He S 3B [95]
stro¨mt durch die Verdichter, die Brennkammer und die Turbinen und tritt an der
Du¨se als Strahl mit hoher Geschwindigkeit aus. Der vom Fan gefo¨rderte Bypass-
Strom, der am Turbinengeha¨use vorbei gefu¨hrt wird, liefert bis zu 80% des Schubs.
Der Fan wiederum wird von der Niederdruckturbine angetrieben. Der Wirkungsgrad
der Niederdruckturbine hat daher einen hohen Anteil an der Eﬃzienz der Gesamt-
maschine. Da der Wirkungsgrad moderner Niederdruckturbinen mit u¨ber 93% ein
Niveau erreicht hat, von dem weitere Verbesserungen nur noch mit sehr hohem Auf-
wand und den damit verbundenen enormen Kosten zu erlangen sind, geht der Trend
bei der Auslegung und Konstruktion der Niederdruckturbine wie auch den anderen
Komponenten hin zur Gewichts- und Gro¨ßenreduktion [34]. Durch diese Maßnahmen
ko¨nnen die Herstellungskosten und auch die Betriebs- und Instandhaltungskosten des
Triebwerks reduziert werden.
Auf der anderen Seite bringt die Gewichts- und Gro¨ßenreduktion auch Auslegungspro-
bleme mit sich. Versucht man zum Beispiel, die gleiche Leistungsumsetzung mit weni-
ger Stufen, d.h. weniger Turbinenschaufeln, zu erreichen, so erho¨ht sich unweigerlich
die aerodynamische Belastung jeder einzelnen Schaufel. Mit anderen Worten gesagt,
muss der Auftrieb der Schaufeln im gleichen Maße erho¨ht werden, wie deren Anzahl
reduziert werden soll. Die meisten, wenn nicht alle, heutigen Auslegungsmethoden fu¨r
Turbinen nehmen stationa¨re Einstro¨mbedingungen fu¨r jede Stufe an [34], [89]. Außer
dem Fan und der ersten Hochdruckturbinenstufe sind aber alle anderen Gitter den
instationa¨ren Eﬀekten stromauf liegender Stufen ausgesetzt. In der Nutzung dieser
instationa¨ren Wechselwirkungen liegt das Potential fu¨r weitere Auftriebserho¨hungen.
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Abb. 1.2: PW4000− 94′′ Fan-Triebwerk [93]
Untersuchungen zur Optimierung des Axialabstands der Schaufelreihen [25] versuchen
dieses Potential genauso zu erschließen wie die Forschungsarbeiten zum Clocking-
Eﬀekt. Bei diesem Eﬀekt sind Wirkungsgrada¨nderungen im Bereich von einem Pro-
zentpunkt durch Verstellen der relativen Umfangsposition zweier Statoren mit gleicher
Teilung beobachtet worden [36]. Bei den beiden genannten Optimierungskonzepten
spielen Grenzschicht- und Nachlaufeﬀekte eine entscheidende Rolle. Besonders der
laminar-turbulente Grenzschichtumschlag, auch Transition genannt, sowie der Ein-
ﬂuss von Nachla¨ufen stromauf liegender Gitter auf dieses Stro¨mungspha¨nomen sind
hier zu nennen [53]. Um die Optimierungskonzepte erfolgreich im Entwurfsprozess um-
setzen zu ko¨nnen, ist ein genaues Versta¨ndnis der instationa¨ren Stro¨mungspha¨nomene
erforderlich. Ebenso ist ein verla¨ssliches Werkzeug fu¨r deren Vorhersage notwendig.
Von 1687, dem Erscheinungsjahr von Isaac Newtons Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica, in dem zum ersten Mal die fundamentale Impulsgleichung - der Zu-
sammenhang zwischen Kra¨ften und der zeitlichen A¨nderung des Impulses eines sich
bewegenden Ko¨rpers (F = ma) - beschrieben wurde, bis in die 60er Jahre des vorigen
Jahrhunderts wurden Fortschritte auf dem Gebiet der Stro¨mungsmechanik mit Hilfe
einer synergetischen Kombination aus praktischen Experimenten und theoretischen
U¨berlegungen erzielt [90]. Danach kam das numerische Werkzeug CFD (Computa-
tional Fluid Dynamics) als zusa¨tzliche Analyse- und Untersuchungsmethode dazu,
die John D. Anderson als die dritte Dimension der Stro¨mungsmechanik bezeichnet
(Abb. 1.3). Mit der stetigen Steigerung der Rechnerleistung wurde diese Methode
schnell popula¨r. Die Erkenntnisableitung mit Hilfe theoretischer U¨berlegungen ist mit
Sicherheit die eleganteste und aussagekra¨ftigste Methode, bleibt aber in ihrer Anwend-
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Abb. 1.3: Die drei Dimensionen der modernen Stro¨mungsmechanik [3]
barkeit bei technisch relevanten Problemen limitiert. Verglichen mit den Mo¨glichkeiten
des Experiments bietet die numerische Simulation den Vorteil, Stro¨mungsdaten im ge-
samten Feld zu liefern, auch an Stellen, die fu¨r Messmethoden nicht oder nur schlecht
zuga¨nglich sind. Ein weiterer Vorteil der Numerik besteht in der einfachen Manipu-
lation der Randbedingungen, wodurch Parameterstudien leicht durchgefu¨hrt werden
ko¨nnen. Im Allgemeinen stellt die CFD ein sehr kostengu¨nstiges und schnelles Verfah-
ren dar, mit dem langwierige und kostenintensive Experimentreihen verku¨rzt werden
ko¨nnen, so dass sich Entwicklungszeiten und -kosten reduzieren lassen. Auf der an-
deren Seite ist die Genauigkeit numerischer Ergebnisse schwierig abzuscha¨tzen. Aus
diesem Grund sollten Simulationsverfahren durch Vergleich mit experimentellen Da-
ten oder theoretischen Na¨herungen validiert werden, bis sich die Aussagekraft der
berechneten Ergebnisse einscha¨tzen la¨sst.
Zielsetzung dieser Arbeit ist die Weiterentwicklung eines Stro¨mungsberechnungs-
verfahrens zur Untersuchung von Stro¨mungen durch axiale Gasturbinenkomponen-
ten. Die Modelle, mit denen das Berechnungsverfahren erweitert wird, sollen die
Mo¨glichkeiten der Auslegung der Niederdruckturbine in der industriellen Anwendung
verbessern. Die in instationa¨ren, transitionalen Stro¨mungen in Turbinengittern auf-
tretenden Stro¨mungspha¨nomene sowie die stro¨mungsmechanischen Grundgleichungen
werden in Kapitel 2 betrachtet. Dazu za¨hlen die Turbulenz, die der u¨berwiegenden
Zahl der technischen Stro¨mungen gemeinsam ist, sowie die verschiedenen Formen der
Transition. An dieses Kapitel anschließend wird das Ziel der Arbeit vor dem Hin-
tergrund der beschriebenen physikalischen Grundlagen konkretisiert. In Kapitel 3
werden die fu¨r die numerischen Berechnungen verwendeten Modelle und Methoden
vorgestellt, die die Eﬀekte der Turbulenz und Transition abbilden sollen. Ebenso wird
das numerische Verfahren dargelegt, in das die Turbulenz- und Transitionsmodelle
implementiert werden. Im darauﬀolgenden Kapitel 4 wird das numerische Verfahren
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anhand der Berechnung ausgewa¨hlter Testfa¨lle u¨berpru¨ft. Bei den Testfa¨llen han-
delt es sich um numerische Abbildungen durchgefu¨hrter experimenteller Untersuchun-
gen, mit denen jeweils eine Transitionsart detailliert untersucht wurde. Die Simula-
tion einer Konﬁguration zweier Statoren, bei der verschiedene der zuvor behandelten
Stro¨mungspha¨nomene zusammen auftreten, wird in Kapitel 5 dokumentiert. Die bei
diesen Berechnungen erzielten Ergebnisse werden mit experimentellen Daten vergli-
chen, die an einem am Fachgebiet Turbomaschinen und Fluidantriebstechnik zur Un-
tersuchung des Clocking-Eﬀekts aufgebauten Pru¨fstand gewonnen wurden. In Kapitel
6 werden alle Ergebnisse einer kritischen Bewertung unterzogen und zusammengefasst.
62 Grundlegende Gleichungen und
Stro¨mungspha¨nomene
2.1 Erhaltungsgleichungen
Voraussetzung der nachfolgenden Betrachtungen ist die Kontinuumshypothese. Dabei
wird angenommen, dass Fluideigenschaften in einem kleinen Volumen unabha¨ngig von
der Anzahl der darin enthaltenen Moleku¨le sind. Fluidteilchen ko¨nnen so als mate-
rielle Punkte angesehen werden, deren Dichte oder jede andere Fluideigenschaft eine
stetige Funktion des Orts und der Zeit ist. Im Folgenden werden die klassischen Er-
































+ ρuifi . (2.3)
Dabei werden die Dichte des Fluids mit ρ, die Zeit mit t, die Geschwindigkeit und
die kartesische Koordinate in i -Richtung mit ui bzw. xi und der statische Druck
mit p bezeichnet. Der Spannungstensor ist τij benannt, der resultierende Vektor der
Volumenkra¨fte pro Masseneinheit fi, die Totalenthalpie H und der Wa¨rmestromvektor
qi.
Bei Newtonschen Fluiden, viskosen Flu¨ssigkeiten und Gasen, bei denen ein linearer
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bestimmen. Mit µ wird die molekulare dynamische Viskosita¨t bezeichnet, die eine von
der Temperatur abha¨ngige Materialeigenschaft des Fluids ist.
Ist das stro¨mende Fluid anna¨hernd volumenbesta¨ndig, kann es als inkompressibel be-
trachtet werden. Diese Annahme gilt in der Regel fu¨r alle Flu¨ssigkeiten. Bei Gas-
stro¨mungen, die in dieser Arbeit behandelt werden, gilt diese Vereinfachung aber
auch, wenn die Stro¨mungsgeschwindigkeit u klein verglichen mit der o¨rtlichen Schall-
geschwindigkeit a ist. Oft ﬁndet man als Grenze fu¨r die Machzahl die Bedingung
Ma = u
a
< 0, 3 [19]. Dies bedeutet, dass man kleine Dichtea¨nderungen des Fluids
vernachla¨ssigt. Die Gro¨ßenordnung dieser Dichtea¨nderung la¨sst sich abscha¨tzen, in-









Die Drucka¨nderung in der Stro¨mung liegt in der Gro¨ßenordnung des Staudrucks
pSt = ρu




















Die relative Dichtea¨nderung fu¨r Ma = 0, 3 ist also im Bereich von ∆ρ/ρ0 ≈ 0, 045.
Mit der angenommenen Inkompressibilita¨t des Fluids lassen sich die Erhaltungsglei-
chungen vereinfachen. Auf die Lo¨sung der Energiegleichung (2.3) kann verzichtet
werden, wenn das Stro¨mungsproblem als isotherm angesehen werden kann. Unter
Verwendung der Materialgleichung (2.5) ergeben sich damit die vereinfachte Konti-
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+ fi . (2.10)
Mit ν = µ/ρ wird die molekulare kinematische Viskosita¨t bezeichnet. Mit den
Gleichungen (2.9) und (2.10), die auch oft zusammen als Navier-Stokessche Glei-
chungen bezeichnet werden, ko¨nnen instationa¨re, dreidimensionale, reibungsbehaftete
Stro¨mungen bei der Vorgabe genauer Rand- und Anfangsbedingungen vollsta¨ndig be-
schrieben werden, unabha¨ngig davon, ob diese laminar, transitional oder turbulent
sind. Eine analytische Lo¨sung der Navier-Stokesschen Gleichungen ist wegen deren
nichtlinearen Charakter nur in wenigen einfachen Spezialfa¨llen, wie z.B. der Couette-
oder der Hagen-Poiseuille-Stro¨mung, mo¨glich [80]. Aus diesem Grund kommt der
numerischen Lo¨sung der Gleichungen eine herausragende Rolle zu.
Bei den in dieser Arbeit behandelten Stro¨mungsproblemen konnten a¨ußere Volumen-
kra¨fte, hervorgerufen z.B. durch die Gravitation, vernachla¨ssigt werden (fi = 0).
2.2 Turbulenz
Turbulenz ist eine Stro¨mungseigenschaft, die in der Natur und in technischen Gera¨ten
sehr ha¨uﬁg anzutreﬀen ist. Mit dem Wort Turbulenz verbinden wir intuitiv eine
Vorstellung von etwas wildem, unvorhersehbarem und chaotischem. Eine genaue Deﬁ-
nition dieser Stro¨mungseigenschaft zu geben, ist dagegen recht schwierig. Turbulente
Stro¨mungen haben einige Eigenschaften, die sie von laminaren unterscheiden.
• Misst man die Geschwindigkeit oder eine andere Stro¨mungsgro¨ße an einer festen
Position und zu einer bestimmten Zeit und wiederholt man dieses Experiment
mehrere Male, erha¨lt man nicht die gleichen Werte, sondern sie streuen in einer
gewissen Bandbreite. Dieses randome Verhalten der turbulenten Stro¨mung
wird nicht durch die Rand- oder Anfangsbedingungen induziert, sondern ist der
Stro¨mung inha¨rent.
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spielt in turbulenten Stro¨mungen eine wichtige Rolle. Man kann dies indirekt
sehr einfach zeigen. Es ist mo¨glich, rotationsfreie, randome Geschwindigkeits-
schwankungen in einem Stro¨mungsgebiet zu erzeugen, z.B. durch eine randome
Bewegung einer begrenzenden Wand. Fu¨r inkompressible Newtonsche Fluide





Zusammen mit der Massenerhaltung (2.9) ergibt sich die Laplacesche Gleichung
∂2Φ
∂xi ∂xi
= 0 . (2.13)
Die Lo¨sung dieser Gleichung ha¨ngt aber nur von den Randbedingungen ab.
Pra¨gt man einer dieser Gleichung folgenden Stro¨mung randome Randbedin-
gungen auf, wie im obigen Gedankenexperiment, ﬁndet man auch in der
Stro¨mung randome Fluktuationen. Sind die Randbedingungen dagegen nicht
einer Zufa¨lligkeit unterworfen, so treten auch in der Stro¨mung keine auf. Daraus
folgt, dass eine Stro¨mung, die unabha¨ngig von den Rand- und Anfangsbedin-
gungen random ist, rotationsbehaftet sein muss.
• Turbulente Stro¨mungen sind immer dreidimensional und instationa¨r. Die
randomen Fluktuationen der verschiedenen Stro¨mungsgro¨ßen fu¨hren zu einem
Stro¨mungsfeld, das konsequenterweise von allen drei Raumrichtungen und der
Zeit abha¨ngt.
• Durch Geschwindigkeitsgradienten werden Wirbel gebildet. Diese fu¨hren zu ei-
ner raschen Durchmischung der Stro¨mung, weshalb man von einem diﬀusiven
Eﬀekt der Turbulenz spricht. Dieser Eﬀekt ist mehrere Gro¨ßenordnungen sta¨rker
als der der molekularen Diﬀusion.
• Durch die angesprochenen Wirbel werden Fluidteilchen mit unterschiedlichem
Impuls in Kontakt gebracht. Der dissipative Einﬂuss der molekularen Visko-
sita¨t verringert diese Gradienten. Dabei wird kinetische Energie irreversibel in
innere Energie umgewandelt.
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Abb. 2.1: Energiedichte-Spektrum einer isotrop-turbulenten Stro¨mung
In der Praxis hat sich eine einfache Deﬁnition der Turbulenz etabliert, nach der eine
Stro¨mung turbulent genannt werden kann, wenn sie zum einen Wirbelstrukturen auf-
weist und zum anderen randome Fluktuationen gemessen werden, die auch nach der
Beseitigung aller externen randomen Anregungen bestehen bleiben [46].
Die turbulenten Schwankungen decken ein breites Energiespektrum ab. In Abb. 2.1
ist eine typische Verteilung der Energiedichte E in Abha¨ngigkeit der Wellenzahl κ fu¨r
den Fall isotroper Turbulenz skizziert. Die Bandbreite der Fluktuationen la¨sst sich
mit Hilfe der Reynoldszahl abscha¨tzen, die ihrerseits ein Maß fu¨r das Verha¨ltnis von
Tra¨gheitskra¨ften zu viskosen Reibungskra¨ften darstellt. Die gro¨ßten in der Stro¨mung
vorkommenden Wirbel ko¨nnen durch das integrale turbulente La¨ngenmaß L ab-
gescha¨tzt werden, welches die Distanz angibt, u¨ber die die Geschwindigkeitsschwan-
kungen korreliert bleiben. Das integrale La¨ngenmaß fa¨llt ungefa¨hr mit dem Maximum
in der Energiedichte-Verteilung zusammen. Die großen Wirbel u¨bertragen durch den
Mechanismus der Wirbelstreckung (Vortex Stretching) Energie auf kleinere Wirbel.
Diese Wechselwirkung zwischen Wirbeln ﬁndet in den verschiedenen La¨ngenskalen
statt, bis die kleinsten Wirbel die Energie dissipieren. Diese Vorstellung des Energie-
transfers ist als Energiekaskade bekannt [82]. Die kleinsten Wirbel werden durch das
Kolmogorovsche La¨ngenmaß η beschrieben. Die Abscha¨tzung des Gro¨ßenunterschieds
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Die verwendete Reynoldszahl ReL =
uL
ν
wird mit dem integralen La¨ngenmaß gebildet.
2.2.1 Berechnung turbulenter Stro¨mungen
Die Navier-Stokesschen Gleichungen (2.10) bilden zusammen mit der Konti-
nuita¨tsgleichung (2.9) ein gekoppeltes System partieller Diﬀerentialgleichungen.
Die direkte numerische Lo¨sung dieser Gleichungen ist mo¨glich, sto¨ßt aber mit zuneh-
mender Reynoldszahl schnell an Grenzen hinsichtlich des Aufwands an Rechenzeit
und Speicherplatz. Dies hat dazu gefu¨hrt, dass Ansa¨tze entwickelt wurden, mit
denen das Verhalten turbulenter Stro¨mungen mit einem verha¨ltnisma¨ßigen Einsatz
an Computerressourcen berechnet werden kann. Nach Bardina [4] kann man sechs
Kategorien dieser Ansa¨tze unterscheiden, die jeweils wieder in Unterkategorien un-
terteilt werden ko¨nnen. Dabei werden im Allgemeinen die exaktesten Ergebnisse mit
den rechenintensivsten Methoden erzielt.
1. Die einfachsten Methoden verwenden simple empirische Korrelationen, die
z.B. den Widerstand einer Rohrstro¨mung als Funktion der Reynoldszahl be-
schreiben. Diese Korrelationen sind allerdings nur fu¨r wenige Spezialfa¨lle vor-
handen, so dass sie fu¨r die Lo¨sung eines allgemeinen Stro¨mungsproblems von
keinem großen Nutzen sind.
2. Der Einsatz von Integralgleichungen, die durch die Integration der Bewe-
gungsgleichungen u¨ber eine oder mehrere Koordinaten berechnet werden, redu-
ziert das Problem auf gewo¨hnliche Diﬀerentialgleichungen. Mit dieser Methode
werden nur wenige Eﬀekte der Turbulenz wiedergegeben.
3. Der am weitesten verbreitete Ansatz der statistischen Turbulenzmodelle basiert
auf den reynoldsgemittelten Navier-Stokesschen Gleichungen (RANS).
Diese Vorgehensweise wurde auch in dieser Arbeit gewa¨hlt und wird im Kapitel 3
genauer beleuchtet. Viele Ingenieure sind nur an den zeitlichen Mittelwerten der
Stro¨mungsgro¨ßen interessiert, so dass dieser Ansatz fu¨r viele das Optimum einer
Kosten-Nutzen-Abscha¨tzung darstellt.
4. Zweipunkt-Schließungen verwenden Gleichungen (oder deren Fourier-
Transformationen) fu¨r die Korrelation der Geschwindigkeitskomponenten
ra¨umlich benachbarter Punkte in einer Stro¨mung. Diese Modelle haben eine
hohe Allgemeingu¨ltigkeit, sind aber nur unter Verwendung stark vereinfachender
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Annahmen zu lo¨sen. Deshalb ist ihr Einsatz meist auf die Berechnung isotroper
Turbulenz beschra¨nkt.
5. Die Grobstruktur- oder Large Eddy Simulation (LES) lo¨st fu¨r die großen
energietragenden Wirbel die exakten Navier-Stokesschen Gleichungen. Die klei-
neren, dissipativen Skalen werden mit sogenannten Subgrid Scale Modellen be-
schrieben. Die LES kann als Kompromiss zwischen RANS-Modellen und der
direkten numerischen Simulation (siehe na¨chster Punkt) angesehen werden. Der
Aufwand fu¨r die LES liegt allerdings ungefa¨hr zwei Gro¨ßenordnungen u¨ber dem
von Stro¨mungsberechnungen unter Verwendung von RANS-Modellen [50].
6. Wie oben erwa¨hnt, kann man die Navier-Stokesschen Gleichungen fu¨r das gesam-
te Stro¨mungsgebiet auch direkt lo¨sen. Die Methode wird direkte numerische
Simulation (DNS) genannt. Die DNS stellt das exakteste, aber auch bei wei-
tem aufwendigste Verfahren dieser Auﬂistung dar. Mit einer DNS muss man
sowohl die gro¨ßten als auch die kleinsten vorkommenden Skalen der Stro¨mung
auﬂo¨sen. Beru¨cksichtigt man ausgehend von dem Zusammenhang (2.14), dass
die Auﬂo¨sung aller Skalen in alle drei Raumrichtungen notwendig ist und der
Zeitschritt von der ra¨umlichen Auﬂo¨sung abha¨ngt, so skaliert sich ein turbulen-
tes Stro¨mungsproblem mit Re3L [19]. Da technisch relevante Systeme meist mit
hohen Reynoldszahlen einhergehen, ist diese Methode vollkommen unbrauchbar
fu¨r industrielle Zwecke. Sehr sinnvoll allerdings ist der Einsatz bei der Erfor-
schung bestimmter stro¨mungspha¨nomenologischer Mechanismen. Zunehmend
wird die DNS auch als numerisches Experiment zur Weiterentwicklung statisti-
scher Turbulenzmodelle genutzt ([62], [37], [94]).
An Wa¨nden haften viskose Fluide. Die Stro¨mungsgeschwindigkeit an der Wand ist
demzufolge ui|w = 0. In der Grenzschicht ﬁndet man einen steilen Geschwindigkeits-
gradienten, bedingt durch die Haftbedingung an der Wand. Ebenso sinkt die lokale
Reynoldszahl von hohen Werten in der Kernstro¨mung, in der die viskosen Kra¨fte im
Vergleich zu den Inertialkra¨ften vernachla¨ssigt werden ko¨nnen, auf niedrige Werte in
Wandna¨he, in der die Reibung eine entscheidende Rolle spielt. Turbulente Grenz-
schichten ko¨nnen, wie in Abb. 2.2 dargestellt, in verschiedene Bereiche eingeteilt wer-
den. Der Bereich in direkter Wandna¨he ist von den viskosen Schubspannungen gepra¨gt
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Abb. 2.2: Charakteristisches Geschwindigkeitsproﬁl einer turbulenten Grenzschicht
















spannung, weist hier einen linearen Zusammenhang
u+ = y+ (2.16)





bestimmt wird. Dieser lineare Zusammenhang gilt etwa fu¨r y+ < 5. Entfernt man
sich weiter von der Wand, durchla¨uft man einen U¨bergangsbereich, bis der Einﬂuss der
turbulenten Spannungen gegenu¨ber dem der viskosen u¨berwiegt. Der Zusammenhang




ln y+ + C (2.18)
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hergestellt. Gu¨ltig ist dieser Zusammenhang fu¨r y+ > 30, die obere Gu¨ltigkeitsgrenze
ist reynoldszahlabha¨ngig, wird aber oft zwischen 350 und 500 angegeben [92], [87].
Eine ausfu¨hrliche Herleitung des logarithmischen Wandgesetzes und die Angabe der
Werte fu¨r die von Ka´rma´n-Konstante κ ≈ 0, 4 und die empirischen Konstante C ≈ 5
kann man bei Spurk [80] ﬁnden.
Bei der numerischen Berechnung muss auf den wandnahen Bereich besonderes Au-
genmerk gelegt werden, um Pha¨nomene wie Ablo¨sung und Transition von Grenz-
schichtstro¨mungen modellieren zu ko¨nnen. Grundsa¨tzlich stehen zwei verschiedene
Herangehensweisen zur Verfu¨gung.
Bei der naheliegenderen Variante lo¨st man die Grenzschichten numerisch auf, d.h. der
wandnahe Bereich wird mit Hilfe des numerischen Gitters so fein diskretisiert, dass die
steilen Gradienten der Stro¨mungsgro¨ßen zur Wand hin abgebildet werden ko¨nnen. Da-
zu sollten im Bereich der viskosen Unterschicht und des U¨bergangsbereichs ca. 20−30
Gitterpunkte liegen [13]. Voraussetzung fu¨r die Auﬂo¨sung der Grenzschicht ist, dass
das verwendete Turbulenzmodell im gesamten Rechengebiet gu¨ltig ist. Bei vielen
statistischen Turbulenzmodellen wie dem Standard k − ε Modell ist das, wie spa¨ter
gezeigt wird, nicht der Fall. Dieses Modell ist nur fu¨r hohe Reynoldszahlen entwickelt
worden. Man hat die Mo¨glichkeit, das Modell fu¨r den Bereich kleiner Reynoldszahlen
zu erweitern. Die Modelle in der sogenannten Low-Reynolds-Number Formulierung
sind in der Lage, bis zur Wand zu rechnen. Eine weitere Mo¨glichkeit ist die Ver-
wendung des 2-Schichten Ansatzes, der die Aufteilung der Stro¨mung in zwei separate
Zonen vorsieht. Fu¨r die Kernstro¨mung kann ein Turbulenzmodell verwendet werden,
das fu¨r hohe Reynoldszahlen gilt. Im wandnahen Bereich wird ein einfacheres Mo-
dell eingesetzt, das fu¨r die Berechnung turbulenter Grenzschichten kalibriert ist. Als
Parameter fu¨r das Umschalten zwischen den beiden Modellen bietet sich die auf dem
Wandabstand basierende turbulente Reynoldszahl Rey = y
√
k/νt oder das Verha¨ltnis
aus turbulenter zu molekularer Viskosita¨t µt/µ an. Der in dieser Arbeit verwendete
2-Schichten Ansatz wird im na¨chsten Kapitel ausfu¨hrlich vorgestellt.
Stro¨mungsprobleme mit hohen Reynoldszahlen weisen sehr du¨nne Grenzschichten
auf. Der Aufwand fu¨r eine feine Auﬂo¨sung des wandnahen Bereichs wird damit sehr
hoch. Durch Nutzung des Stro¨mungsverhaltens, beschrieben durch das logarithmische
Wandgesetz, kann man die numerischen Kosten in betra¨chtlichem Maße reduzieren.
Der wandna¨chste Gitterpunkt wird in den logarithmischen Bereich gelegt, womit man
das Gebiet der gro¨ßten Gradienten einfach u¨berbru¨ckt. Im ersten Gitterpunkt wird
der Zusammenhang (2.18) zwischen der Geschwindigkeit und der Wandschubspannung
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hergestellt. Fu¨r zusa¨tzlich gelo¨ste, turbulente Gro¨ßen ko¨nnen weitereWandfunktionen
hergeleitet werden [19]. Die Berechnung von Stro¨mungspha¨nomenen wie Ablo¨sung und
laminar-turbulenter Grenzschichtumschlag ko¨nnen mit dieser Vorgehensweise nicht
oder nur unzureichend genau berechnet werden. Die Verwendung von Wandfunktio-
nen ﬁndet aus diesem Grund in der vorliegenden Arbeit keine Beru¨cksichtigung.
2.3 Laminar-turbulenter Grenzschichtumschlag
Obwohl die Stro¨mung in Gasturbinen durch hochgradige Turbulenz charakterisiert
ist, kann sie nahe fester Oberﬂa¨chen, so in den Schaufelgrenzschichten, u¨ber we-
sentliche Bereiche laminar oder transitional, d.h. vom laminaren in den turbulenten
Stro¨mungstyp umschlagend, sein. Im Verdichterteil der Gasturbine wird die Stro¨mung
global gesehen verzo¨gert. Der Grenzschichtumschlag ﬁndet dann sehr schnell statt. In
der Turbine wird dagegen die Stro¨mung beschleunigt. Die Transitionsregion erstreckt
sich hier u¨ber weite Proﬁlbereiche. Besonders in der Niederdruckturbine, die bei rela-
tiv niedrigen Reynoldszahlen (Re ≈ 0, 8− 3 · 105, gebildet mit der Proﬁlsehnenla¨nge)
arbeitet, spielen transitionale Eﬀekte eine entscheidende Rolle [73]. Dieser Umstand
motiviert auch gro¨ßere Anstrengungen, das Grenzschichtverhalten von Niederdruck-
turbinenschaufeln mit numerischen Rechenverfahren genau vorhersagen zu ko¨nnen.
Die Position des Transitionsbeginns und die La¨nge des Umschlaggebiets haben einen
sehr ausgepra¨gten Einﬂuss auf die durch die Stro¨mung auf den Ko¨rper u¨bertragene
Kraft sowie den Wa¨rmeu¨bergang zwischen Ko¨rperoberﬂa¨che und Stro¨mung. In der la-
minaren Grenzschicht ist der Impulsaustausch und dadurch auch der lokale Reibungs-
beiwert und der Wa¨rmeaustausch gering. Die randomen Geschwindigkeitsﬂuktuatio-
nen in der turbulenten Grenzschicht sorgen fu¨r einen stark erho¨hten Impulsaustausch,
wodurch sich auch die Neigung zum Ablo¨sen der Grenzschicht (Stall) deutlich redu-
ziert. Durch Beeinﬂussung der Schaufelgeometrie im Auslegungsprozess kann man
die Lage des Transitionsgebiets vera¨ndern und so die Vorteile der laminaren Grenz-
schicht (geringe Reibung) und die der turbulenten (hoher Wa¨rmeu¨bergang, geringe
Ablo¨seneigung) gezielt einsetzen. Im Tragﬂu¨gelbau wird von diesem Vorgehen beim
Design sogenannter Laminarproﬁle Gebrauch gemacht, indem eine mo¨glichst lange la-
minare Laufstrecke durch geometriebedingte Verlegung des Transitionsbereichs nach
hinten angestrebt wird. Der Reibungswiderstand solcher Proﬁle kann auf etwa die
Ha¨lfte gegenu¨ber normalen Proﬁlen herabgesetzt werden [68].
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mit u∞ wird die ungesto¨rte Geschwindigkeit am Grenzschichtrand bezeichnet, zeigt
im Transitionsgebiet eine charakteristische Vera¨nderung. Der Reibungsbeiwert nimmt
sowohl in laminarer als auch in turbulenter Grenzschicht mit zunehmender Grenz-
schichtdicke ab. Fu¨r eine Grenzschicht, die sich an einer la¨ngsangestro¨mten, ebenen
Platte bildet, ist dies in Abb. 2.3 skizziert. Im Bereich des Umschlags springt der
Reibungsbeiwert von dem niedrigeren Verlauf der laminaren Grenzschicht auf den der
turbulenten. Die dadurch beschriebene s-fo¨rmige Kurve macht den Transitionsbereich
identiﬁzierbar. Eine a¨hnliche Eigenschaft zeigt der Formfaktor der Grenzschicht H12,

























ein Maß fu¨r den Impulsverlust in der Grenzschicht, werden als Vergleichsgro¨ßen be-
vorzugt zur Grenzschichtdicke δ verwendet, da letztere nicht genau deﬁniert ist. Die
Geschwindigkeit in der Grenzschicht na¨hert sich der Geschwindigkeit in der Außen-
stro¨mung asymptotisch an, so dass eine genaue Grenze prinzipiell nicht festgelegt wer-
den kann. Oft wird in der Literatur, wie auch in dieser Arbeit, die Grenzschichtdicke
δ mit dem Wandabstand δ99 angena¨hert, der durch u/u∞ = 0, 99 bestimmt wird [68].
Aus der analytischen Lo¨sung der Blasius-Gleichung la¨sst sich fu¨r eine laminare Grenz-
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Abb. 2.3: A¨nderung des Reibungsbeiwerts cf und des Formfaktors H12 im
Transitionsbereich
schicht ohne Druckgradient der Reibungsbeiwert
cf,lam = 0, 664 Re
− 1
2






berechnen [80]. Fu¨r den Formfaktor ergibt sich der Wert
H12,lam = 2, 59 . (2.24)
Die entsprechenden Werte fu¨r eine turbulente Grenzschicht lassen sich mit Hilfe des
1/7-Potenzgesetzes, das im Reynoldszahl-Bereich 5 · 105 < ReL = u∞ Lν < 107 (L gibt
hier die La¨nge der Platte an) gu¨ltig ist, mit





H12,turb = 1, 28 (2.26)
angeben. Steigt der Formfaktor auf Werte von H12 ≈ 4 oder daru¨ber an, deutet das
auf eine Grenzschichtablo¨sung hin.
Mayle [53] unterscheidet mit der natu¨rlichen Transition, der Bypass-Transition und
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Abb. 2.4: Anwachsen eines Turbulenzﬂeckens in der transitionalen Grenzschicht einer
la¨ngsangestro¨mten ebenen Platte (nach Schubauer und Klebanoﬀ [71])
der Transition u¨ber abgelo¨ste Scherschichten drei Grundformen des Umschlags. Diese
erweitert er um die nachlauﬁnduzierte Transition und die Relaminarisierung.
2.3.1 Natu¨rliche Transition
Im Jahre 1883 berichtete Osborne Reynolds von Ergebnissen von ihm durchgefu¨hrter
Experimente, die sich mit dem Umschlag einer Rohrstro¨mung von der laminaren in
die turbulente Stro¨mungsform bescha¨ftigten. Dass auch bei umstro¨mten Ko¨rpern die
Grenzschicht einen Transitionsprozess durchla¨uft, wurde erst Mitte der 20er Jahre des
letzten Jahrhunderts von J.M. Burgers [7] und B.G. van der Hegge Zijnen [29] festge-
stellt. Wie auch bei der Rohrstro¨mung ist die nach O. Reynolds benannte dimensions-
lose Kennzahl der wichtigste Parameter, der entscheidet, ob bei U¨berschreiten oder
Unterschreiten eines kritischen Wertes, kleine Sto¨rungen wie akustische Schwingungen
oder Oberﬂa¨chenrauhigkeiten angefacht bzw. geda¨mpft werden.
Die natu¨rliche Transition kann in Grenzschichten bei niedrigen Freistromturbu-
lenzgraden beobachtet werden. Ausgehend von einer laminaren Grenzschicht, die
sich von der Konturvorderkante aus bildet, u¨berlagern sich bei der Indiﬀerenz-
Reynoldszahl Reind zweidimensionale Tollmien-Schlichting-Wellen, die durch die
prima¨re Stabilita¨tstheorie beschreibbar sind. Weiter stromab kommt es zur Entwick-
lung dreidimensionaler Instabilita¨ten, die sich zu Λ-Wirbeln entwickeln. Diese werden
von Turbulenzﬂecken abgelo¨st, Strukturen mit einer charakteristischen dreieckigen
Form (vgl. Abb. 2.4). Dadurch wachsen die Turbulenzﬂecken bei einer kritischen
Reynoldszahl zusammen, die bei einer la¨ngs angestro¨mten ebenen Platte im Be-
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reich 3, 5 · 105 < Rex,krit = u∞ xν < 106 liegt. Stromabwa¨rts davon ist die Stro¨mung
vollturbulent.
Emmons [17] entdeckte 1951 die Turbulenzﬂecken. Schubauer und Klebanoﬀ [71] ge-
nerierten wenige Jahre spa¨ter ku¨nstliche Turbulenzﬂecken und zeigten, dass die Vor-
derkante der Flecken sich mit ungefa¨hr 0, 88 u∞ etwas langsamer bewegt als die lokale
Freistromgeschwindigkeit. Die Geschwindigkeit der Hinterkante liegt bei ungefa¨hr
0, 5 u∞. Ebenso zeigten sie die Existenz einer beruhigten Zone hinter den Turbulenz-
ﬂecken. Gostelow et al. [24] zeigten, dass diese Zone die Amplitude der Fluktuationen
auf etwa die Ha¨lfte des urspru¨nglichen Werts reduziert. Wandert ein Turbulenzﬂecken
durch den laminaren Teil einer transitionalen Grenzschicht, verursacht er einen Abfall
des Formfaktors H12 von etwa 2, 6 auf ungefa¨hr 1, 6 , solange der Flecken sich u¨ber
der beobachteten Position beﬁndet. Dieser Wert liegt etwas u¨ber dem fu¨r die voll
entwickelte turbulente Grenzschicht. Kommt der Turbulenzﬂecken in den turbulenten
Bereich der Grenzschicht, bewirkt die beruhigte Zone hinter dem Flecken einen An-
stieg des Formfaktors von 1, 6 (im Flecken) auf etwa 2, 6 , was ungefa¨hr dem Wert in
einer laminaren Grenzschicht entspricht.
Die natu¨rliche Transition ist in der Tragﬂu¨gelaerodynamik sehr relevant, da der Tur-
bulenzgrad der Anstro¨mung hier niedrig ist. Fu¨r den mit Gasturbinen bescha¨ftigten
Ingenieur haben die Erkenntnisse zur natu¨rlichen Transition wenig Bedeutung, ausge-
nommen die u¨ber die Physik der Turbulenzﬂecken.
2.3.2 Bypass-Transition
Bei ho¨heren Freistromturbulenzgraden ﬁndet man eine direkte Produktion von Tur-
bulenzﬂecken, ausgelo¨st durch die Fluktuationen in der Außenstro¨mung. Die oben
genannten Stadien, die beim natu¨rlichen Umschlag der Entstehung von Turbulenz-
ﬂecken vorgeschaltet sind, werden umgangen, woraus sich der Name dieser Transiti-
onsform erkla¨rt. Ein a¨hnlicher Mechanismus wird auch bei bestimmten dreidimensio-
nalen Oberﬂa¨chenrauhigkeiten ausgelo¨st. Entgegen fru¨heren Annahmen deuten neuere
Untersuchungen auf die Existenz von Fluktuationen a¨hnlich den Tollmien-Schlichting-
Wellen hin, besonders bei ma¨ßigen Freistromturbulenzgraden in der Grenzschicht vor
dem Transitionsgebiet [91]. Aus diesem Grund wird dieser Grenzschichtbereich ha¨uﬁg
auch als pra¨transitional bezeichnet, um den Begriﬀ laminar zu vermeiden.
Wegen der hohen Turbulenz in Turbomaschinen ist dieser Transitionstyp grundlegend.
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In den letzten zehn Jahren wurden viele Anstrengungen unternommen, die Eﬀekte der
Bypass-Transition numerisch zu berechnen ([65], [85], [75], [67]). Die Berechnungen
erfolgten entweder mit statistischen Turbulenzmodellen, die von selbst Eﬀekte des
Umschlags abbilden, oder mit zusa¨tzlichen Transitionsmodellen, die den Beginn der







2.3.3 Transition u¨ber abgelo¨ste Scherschichten
Lo¨st eine laminare Grenzschicht in Folge eines positiven Druckgradienten von der
Oberﬂa¨che ab, kann es zur Transition in der abgelo¨sten Scherschicht kommen. In
diesem Fall legt sich die turbulent gewordene Scherschicht wegen des gestiegenen Im-
pulsaustauschs ha¨uﬁg wieder an. Dadurch wird eine Ablo¨seblase auf der Oberﬂa¨che
gebildet. Diese Situation ist in Abb. 2.5 dargestellt. Hourmouziadis [33] hat ein
Schaufeldesign-Konzept (”Controlled Diﬀusion Airfoils”) beschrieben, dessen Ziel es
ist, die Grenzschicht auf der Saugseite bei erho¨hter aerodynamischer Belastung an-
gelegt zu halten. Die Schaufel wird so ausgelegt, dass das Druckminimum ungefa¨hr
mit der halben Sehnenla¨nge zusammenfa¨llt. Die Bildung einer kurzen Ablo¨seblase
wird erlaubt. Da die Blase in diesem Fall weit vor der Proﬁlhinterkante auftritt, kann
sich die turbulente Grenzschicht wieder anlegen und erholen. So ausgelegte Proﬁle
verzeichnen relativ geringe Verluste.
Von einer kurzen Ablo¨seblase wird in diesem Zusammenhang gesprochen, wenn sie nur
einen lokalen Eﬀekt auf den Druckverlauf hat. Eine lange Blase dagegen beeinﬂusst
den Druckverlauf bis zur Hinterkante und reduziert damit drastisch den Auftrieb der
Schaufel.
Mayle [53] unterstreicht, dass die Impulsverlustdicken-Reynoldszahl Reδ2 zwischen
dem Ablo¨sepunkt und dem Startpunkt des laminar-turbulenten Umschlags u¨ber der
Ablo¨seblase nahezu konstant bleibt. Das zeigt, dass die Transition u¨ber abgelo¨ste
Scherschichten mit den gleichen Ansa¨tzen modelliert werden kann wie der Bypass-
Transitionstyp. Diese Aussage wird durch die numerischen Berechnungen von Papa-
nicolaou und Rodi [57], Sanz und Platzer [64] sowie Ho¨hn und Heinig [32] unterstu¨tzt.
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Abb. 2.5: Laminare Ablo¨seblase an der Saugseite einer Turbinenschaufel (nach
Lakshminarayana [47])
2.3.4 Nachlaufinduzierte Transition
Die Nachla¨ufe stromauf liegender Schaufelgitter sind der Hauptgrund fu¨r die hoch-
gradig instationa¨re Stro¨mung in Turbomaschinen. Die Instationarita¨t hat eine peri-
odische Komponente, hervorgerufen durch die Relativbewegung benachbarter Gitter,
und einen randomen Anteil, der von der Turbulenz herru¨hrt. Die Nachla¨ufe sind
durch einen Geschwindigkeits-Defekt und eine erho¨hte Turbulenz gekennzeichnet. In
Abb. 2.6 sind diese beiden Charakteristika entlang einer gedachten Koordinate y′ kon-
stanten Radiuses senkrecht zum Nachlauf aufgetragen. Die niedrige Geschwindigkeit
im Nachlauf resultiert aus dem Wandeinﬂuss der nachlauferzeugenden Schaufel. Die
steilsten Gradienten treten an den beiden Wendepunkten der Geschwindigkeitsvertei-
lung auf. Damit wird an diesen Stellen am meisten Turbulenz produziert, wodurch
sich zwei Maxima im Verlauf des Turbulenzgrads ausbilden.
Wandert ein Nachlauf u¨ber eine Turbinenschaufel, verursacht er einen instationa¨ren
Umschlag der Grenzschicht. Diese nachlauﬁnduzierte Transition u¨berspringt genau
wie der Bypass-Typ die ersten Stadien des natu¨rlichen Umschlags. Es kommt direkt
zur Bildung der Turbulenzﬂecken, die sehr schnell zu einem sogenannten Turbulenz-
streifen zusammenwachsen, der dann stetig an axialer Erstreckung gewinnend die Pro-
ﬁloberﬂa¨che entlang la¨uft. Wie bei den einzelnen Turbulenzﬂecken folgt eine beruhigte
Zone dem Turbulenzstreifen. Die nachlauﬁnduzierte Transition u¨berlagert sich als do-
minierender Typ der Bypass-Transition oder dem ablo¨seblaseninduzierten Umschlag.
Durch die instationa¨ren Umschlagsvorga¨nge ko¨nnen sich die Proﬁlverluste erho¨hen
oder reduzieren [73]. Der Turbulenzstreifen erho¨ht die Proﬁlverluste verglichen mit
der Stro¨mung in einer stationa¨r angestro¨mten Kaskade. Grund dafu¨r ist die erho¨hte
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Abb. 2.6: Qualitativer Verlauf der gemittelten Geschwindigkeit und des
Turbulenzgrads in einem Proﬁlnachlauf
Wandschubspannung in dem Streifen verglichen mit dem Wert im laminaren Teil der
Grenzschicht unter stationa¨ren Stro¨mungsbedingungen. Die beruhigte Zone verringert
dagegen die Verluste wegen des niedrigen Reibungsbeiwerts, der auch in sonst tur-
bulenten Bereichen reduziert wird. Welcher der beiden Eﬀekte der u¨berwiegende ist,
ha¨ngt hauptsa¨chlich von der Reynoldszahl, dem Turbulenzgrad in der Außenstro¨mung
und im Nachlauf sowie der reduzierten Frequenz der Nachla¨ufe ω ab. Letztere Gro¨ße
gibt das Verha¨ltnis zwischen der Konvektionszeit eines Fluidteilchens durch ein Schau-
felgitter zu der Periodendauer T zwischen zwei Nachla¨ufen. Mit steigender reduzierter
Frequenz steigt auch die Anzahl der Nachla¨ufe in einer Schaufelpassage.
Der Einﬂuss der reduzierten Frequenz auf den Transitionszustand einer Turbinen-
schaufel-Saugseite ist in Abb. 2.7 dargestellt [35]. Auf der Abszisse ist die Lauﬂa¨nge s
entlang der Proﬁloberﬂa¨che bezogen auf die Gesamtla¨nge S und auf der Ordinate die
Zeit t bezogen auf die Periodendauer T aufgetragen. Die Bereiche der Turbulenzstrei-
fen sind mit N , die der beruhigten Zonen mit B gekennzeichnet. Mit A markiert sind
die turbulenten Gebiete, die durch den Einﬂuss der Ablo¨seblase umgeschlagen sind.
Die Proﬁlhinterkante sieht im Fall der niedrigen reduzierten Frequenz abwechselnd
eine turbulente Stro¨mung wegen der Turbulenzstreifen, dann eine beruhigte und da-
nach fu¨r die Zeitspanne Ta wieder eine turbulente infolge des ablo¨seblaseninduzierten
Umschlags. Bei der hohen reduzierten Frequenz hat die Ablo¨seblase keine Zeit, sich
zu etablieren, und die Stro¨mung an der Hinterkante ist nur von den Turbulenzstreifen
gepra¨gt. Schulte und Hodson [72] geben die optimale reduzierte Frequenz fu¨r den Fall
Ta → 0 an. Bei dieser Konstellation wird der positive Eﬀekt der beruhigten Zone am
besten genutzt.
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Abb. 2.7: Weg-Zeit Diagramme fu¨r zwei unterschiedliche reduzierte Frequenzen
2.3.5 Relaminarisierung
Der Grenzschichtumschlag von der turbulenten in die laminare Stro¨mungsform wird
umgekehrte Transition oder Relaminarisierung genannt. Dieser Transitionstyp kann
in stark beschleunigten Stro¨mungen gefunden werden, so auch nahe der druckseitigen







> 3 · 10−6 (2.28)
keine neuen Turbulenzﬂecken mehr gebildet und bestehende Fluktuationen in der
Grenzschicht geda¨mpft werden. Daher wird dieser Wert als Grenze der Relamina-
risierung gesehen.
2.3.6 Auf die Transition Einfluss nehmende Parameter
Neben der Reynoldszahl, die als wichtigste Einﬂussgro¨ße schon genannt wurde, ist
der Druckgradient ein maßgebender Parameter, der sich auf den Beginn der Transi-
tion und die La¨nge der Transitionszone auswirkt. Ein negativer Druckgradient fu¨hrt
zu einem verzo¨gerten Einsetzen der Transition und einem verla¨ngerten Umschlagsge-
biet. In stark beschleunigten Stro¨mungen kann es, wie oben erla¨utert, zum umgekehr-
ten Transitionsprozess kommen. Ein positiver Druckgradient sorgt dagegen fu¨r einen
fru¨heren Einsatz des Umschlags und eine verku¨rzte Transitionszone. Ebenso neigt ei-
ne einem positiven Druckgradienten ausgesetzte Stro¨mung eher zum Ablo¨sen, weshalb
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bei Controlled Diﬀusion Airfoils eine Ablo¨seblase im verzo¨gerten Teil der saugseitigen
Grenzschicht entsteht. Zur Beru¨cksichtigung des Druckgradienten wird entweder der









Die Sto¨rungen in der Kernstro¨mung, besonders die durch die Freistromturbulenz her-
vorgerufenen, haben einen großen Einﬂuss auf den Beginn der Transition. Mit steigen-
dem Turbulenzgrad der Außenstro¨mung nimmt die Impulsverlustdicken-Reynoldszahl
am Beginn des Umschlags Reδ2,S stetig ab. Abu-Ghannam und Shaw [2] geben diesen
Zusammenhang mit
Reδ2,S = 163 + exp(6, 91− Tu ) (2.30)
fu¨r Stro¨mungen ohne Druckgradient an. Nach einem Vorschlag von Dunham [15]
wird der Turbulenzgrad Tu aus den Freistromwerten an der Vorderkante und an der
betrachteten Position x gemittelt. Auf Stro¨mungen mit Druckgradient erweitert, kann
man das ha¨uﬁg fu¨r numerische Transitionsberechnungen verwendete Kriterium fu¨r den
Umschlagsbeginn in der Form
Reδ2,S = 163 + exp
[








6.91 + 12.75 λ2 + 63.64 λ2
2, fu¨r λ2 ≤ 0
6, 91 + 2.84 λ2 − 12.27 λ22, fu¨r λ2 > 0 .
(2.32)
Fu¨r Tu → ∞ na¨hern sich diese Korrelationen asymptotisch dem Wert Reδ2,S = 163,
der der minimalen Stabilita¨tsgrenze der Tollmien-Schlichting-Wellen entspricht.
Mayle [53] vertritt dagegen die Auﬀassung, dass diese Grenze in Gasturbinen-
stro¨mungen wegen des hohen Turbulenzgrads und dem damit vorherrschenden
Bypass-Typ der Transition keine Relevanz hat. Er na¨hert den Einﬂuss der Freistrom-
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turbulenz durch den Zusammenhang




Das La¨ngenmaß der großen Wirbel, bzw. die Dissipationsrate der Turbulenz hat
ebenso eine Wirkung auf die Lage des laminar-turbulenten Umschlags. Durch den
schnelleren Zerfall kleiner Wirbel kommt es zu einer diﬀerenzierten Anregung der
Grenzschicht und zu einer verschobenen Transitionslage [39]. Mit wachsendem inte-
gralen La¨ngenmaß verschiebt sich das Umschlagsgebiet nach vorne, da in diesem Fall
die Turbulenz langsamer abklingt.
Die Liste der Einﬂussparameter la¨sst sich noch leicht verla¨ngern. Singer [76] gibt
einen vollsta¨ndigeren U¨berblick, der auch Gro¨ßen wie die Oberﬂa¨chenrauhigkeit oder
die Kompressibilita¨t des Fluids beinhaltet, deren Einﬂuss im Rahmen dieser Arbeit
vernachla¨ssigbar ist.
2.4 Schlussfolgerungen fu¨r das Ziel der Arbeit
Wie in der Einleitung bereits beschrieben, setzt sich diese Arbeit zum Ziel, ein
Berechnungsverfahren zur Untersuchung instationa¨rer Stro¨mungen durch den Nieder-
druckturbinenteil von Gasturbinen weiter zu entwickeln. Zu diesem Zweck werden
2-Schichten Turbulenzmodelle verwendet, die zur Klasse der RANS-Modelle geho¨ren.
Fu¨r Niederdruckturbinenstro¨mungen mit Reynoldszahlen in der Gro¨ßenordnung
O(105) erfordern die DNS und LES einen viel zu hohen Rechenaufwand, um in
industrielle Auslegungsprozesse integriert werden zu ko¨nnen. Daher bietet sich die
reynoldsgemittelte Betrachtungsweise als Alternative und guter Kompromiss zwischen
Simulationsgenauigkeit und eﬃzientem Einsatz der Rechnerressourcen an. Verglichen
mit anderen RANS-Turbulenzmodellen, wie Low-Reynolds-Number k − ε Modelle
oder Reynoldsspannungsmodelle, sind die verwendeten 2-Schichten Modelle numerisch
robuster und beno¨tigen weniger Gitterpunkte.
Die abzubildenden Transitionseﬀekte werden bei den gewa¨hlten Modellen u¨ber empi-
rische Transitionskorrelationen modelliert, a¨hnlich den in Kapitel 2.3.6 vorgestellten.
Die Modelle werden in einen zweidimensionalen Code implementiert, der die stati-
ona¨ren bzw. instationa¨ren reynoldsgemittelten Navier-Stokes Gleichungen lo¨st, was
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dem Wissen des Autors nach zum ersten Mal durchgefu¨hrt wird. Die Modelle wur-
den als Teil eines parabolischen Grenzschichtcodes vorgestellt und bisher nur auf die
Bypass-Transition an der ebenen Platte angewendet [75], [67]. Somit werden in die-
ser Arbeit die Modelle auch erstmals fu¨r die Simulation anderer Transitionsformen
verwendet.
Die fu¨r Stro¨mungen in Gasturbinen wichtigsten drei Transitionsformen werden
zuna¨chst separiert betrachtet. Dazu werden gut dokumentierte experimentelle Un-
tersuchungen zu den einzelnen Umschlagsformen numerisch modelliert. Angefangen
wird mit dem geometrisch und vom numerischen Aufwand her recht einfachen Fall
der stationa¨ren Berechnung der Bypass-Transition an einer ebenen Platte (Testfa¨lle
T3C1-5), der auch von den Entwicklern der besagten 2-Schichten Modelle berechnet
wurde [75], [67]. Dadurch kann anhand der T3C Testfa¨lle die korrekte Implementie-
rung der Modelle veriﬁziert werden. Danach wird der Einﬂuss eines Staupunkts auf
die verwendeten Modelle u¨berpru¨ft, indem die Stro¨mung um eine ebene Platte mit
C4-Vorderkante simuliert wird (Testfall C4). Die Berechnung der Transition u¨ber
eine abgelo¨ste Scherschicht unter Ausbildung einer laminaren Ablo¨seblase wird in
den T3L Testfa¨llen durchgefu¨hrt. Die beiden letztgenannten Testfallreihen werden
ebenfalls stationa¨r berechnet. Der Transitionstyp der nachlauﬁnduzierten Transition
muss instationa¨r behandelt werden, was in der Natur dieser Umschlagsform liegt.
Funazaki et al. [21], [22] haben Windkanalexperimente an einer mit periodisch auf-
treﬀenden Nachla¨ufen beaufschlagten ebenen Platte durchgefu¨hrt. Der Eﬀekt der
durch kreiszylindrische Speichen erzeugten Nachla¨ufe auf die Plattengrenzschicht wird
numerisch untersucht und mit den experimentellen Ergebnissen sowie theoretischen
Zusammenha¨ngen verglichen. Alle diese Testfa¨lle dienen als Validierung des mit den
implementierten Modellen erweiterten numerischen Verfahrens.
Die Umstro¨mung zweier Turbinenschaufeln bei verschiedenen relativen Umfangsposi-
tionen bildet den letzten berechneten Testfall. Die numerische Modellierung bildet
den Mittelschnitt des am Fachgebiet Turbomaschinen und Fluidantriebstechnik auf-
gebauten Pru¨fstands ab, an dem Untersuchungen zum Clocking-Eﬀekt durchgefu¨hrt
werden [30]. Bei der Stator-Stator Konﬁguration sollen die stationa¨ren Eﬀekte unter-
sucht werden, die dem Clocking zugrunde liegen. Ziel der numerischen Berechnungen




Im Rahmen dieser Arbeit werden statistische Turbulenzmodelle verwendet, auf die
im Folgenden na¨her eingegangen wird. Eine beliebige Gro¨ße φ einer statistisch stati-
ona¨ren Stro¨mung (siehe Abb. 3.1) kann man sich aufgeteilt denken in einen zeitlichen
Mittelwert mit einer u¨berlagerten Schwankung
φ (xi, t) = φ (xi) + φ
′ (xi, t) . (3.1)
Der zeitgemittelte Anteil wird mittels






φ (xi, t) dt . (3.2)
berechnet. Dabei wird die Zeit mit t und das Mittelungsinterval mit T bezeichnet.
Bei statistisch instationa¨ren Stro¨mungen (siehe Abb. 3.1) kann der Mittelwert, der
Abb. 3.1: Mittelung statistisch stationa¨rer (links) und statistisch instationa¨rer
Stro¨mungen (rechts) [19]
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jetzt zeitabha¨ngig ist, u¨ber eine Ensemble-Mittelung gewonnen werden






φn (xi, t) . (3.3)
Jedes Ensemble-Element n kann man sich als Wiederholung des Experiments unter
gleichen Rand- und Anfangsbedingungen vorstellen, so dass man bei einer hinrei-
chen großen Anzahl an Wiederholungen N einen ﬂuktuationsunabha¨ngigen Mittelwert
φ (xi, t) erha¨lt. Die Mittelwerte sind in der Praxis meist die interessierenden Gro¨ßen.
Die Aufteilung der Stro¨mungsgro¨ßen in Mittel- und Schwankungswert geht auf Osbor-
ne Reynolds zuru¨ck. Setzt man den Ansatz (3.1) in die Navier-Stokesschen Gleichun-
gen (2.9),(2.10) unter Vernachla¨ssigung der Volumenkra¨fte ein und unterzieht man
diese einer Mittelung, so spricht man aus diesem Grund von den reynoldsgemittel-






























Die Mittelung einer Geschwindigkeitsschwankung verschwindet
u′i = 0 (3.6)
entsprechend Gleichung (3.2). Daraus ergibt sich, dass die Mittelung eines linearen
Terms in Gleichung (2.10) den gleichen Term mit der gemittelten Geschwindigkeit
ergibt. Mittelt man dagegen einen quadratischen Term









erha¨lt man zwei Terme. Der Ausdruck u′iu
′
j ist auch in der reynoldsgemittelten Im-
pulsgleichung (3.5) zu ﬁnden und wird Reynoldsscher Spannungstensor genannt. Die-
ser verschwindet nur, wenn die beiden Fluktuationen u′i und u
′
j unkorreliert sind,
was bei turbulenten Stro¨mungen aber kaum der Fall ist. Wegen des Auftretens des
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Reynoldsschen Spannungstensors gibt es mehr unbekannte Gro¨ßen, als Gleichungen
zur Verfu¨gung stehen. Das Gleichungssystem ist nicht geschlossen und es werden
Ansa¨tze zur Berechnung der Reynoldsschen Spannungen beno¨tigt. Diese Ansa¨tze wer-
den Turbulenzmodelle genannt. In der Praxis haben sich zwei Vorgehensweisen fu¨r die
Schließung des Gleichungssystems herausgebildet. Bei der ersten wird der Reynolds-
sche Spannungstensor direkt u¨ber den Gradientenﬂussansatz modelliert. Daraus ergibt
sich die Klasse der Wirbelviskosita¨tsmodelle. Bei der zweiten Vorgehensweise wird ei-
ne exakte Erhaltungsgleichung fu¨r die Reynoldsschen Spannungen hergeleitet, in der
Korrelationen ho¨herer Ordnung auftreten, die dann modelliert werden. Bei diesem
Vorgehen spricht man von Reynoldsspannungsmodellen (RSM). Der U¨bersichtlichkeit
halber werden im Folgenden die Striche u¨ber den Mittelwerten weggelassen.
In laminaren Stro¨mungen wird Masse und Impuls quer zu den Stromlinien durch den
Einﬂuss der molekularen Viskosita¨t transportiert. In diesem Sinne kann man sich den
Einﬂuss der Turbulenz durch eine erho¨hte Viskosita¨t repra¨sentiert vorstellen. Diese












Dieser Ansatz ist oﬀensichtlich der Beziehung (2.5) fu¨r den viskosen Spannungstensor
nachgebildet. Die turbulente Viskosita¨t, auch Wirbelviskosita¨t genannt, ist im Ge-
gensatz zu ihrem molekularen Gegenstu¨ck keine Stoﬀgro¨ße, sondern ha¨ngt nur von








Die unbekannte turbulente Viskosita¨t kann aus dimensionsanalytischen U¨berlegungen
heraus, abha¨ngig von einem Geschwindigkeitsmaß q und einem La¨ngenmaß L beschrie-
ben werden
µt = Cµρ qL . (3.10)
Cµ ist eine dimensionslose Konstante, die abha¨ngig vom Turbulenzmodell ist.
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• Standard k − ε Turbulenzmodell
Bei den Zweigleichungsmodellen werden zwei zusa¨tzliche Transportgleichungen fu¨r ge-
eignete Turbulenzgro¨ßen gelo¨st. Am weitesten verbreitet ist das k − ε Modell in der
Standard-Formulierung nach Launder und Spalding [48]. Das Geschwindigkeits- und
La¨ngenmaß wird dabei mittels q =
√
k bzw. L = k3/2ε−1 bestimmt. Damit ergibt sich












werden jeweils eine weitere Transportgleichung gelo¨st. Die k-Gleichung ergibt sich aus

























































die die Grundlage der Reynoldsspannungsmodelle darstellt. Die Herleitung von Glei-
chung (3.13) kann bei Janicka [38] gefunden werden. Schreibt man die Gleichung fu¨r
i = j und verwendet die Deﬁnition der turbulenten kinetischen Energie, gelangt man







































wobei die verschiedenen Terme, a¨hnlich wie bei den anderen Transportgleichungen, die
instationa¨re A¨nderung (I), den konvektiven Transport (II), den diﬀusiven Transport
(III), die Produktion (IV) und die Dissipation (V) der turbulenten kinetischen Energie
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beschreiben. Der Dissipationsterm entspricht gerade der Deﬁnition von ε. Der Teil
des Diﬀusionsterms, der den Anteil der turbulenten Diﬀusion von k beschreibt, wird




















Dabei tritt eine weitere Modellkonstante auf, die turbulente Prandtl-Zahl, deren Wert























Die ε-Gleichung wird weitestgehend in Analogie zur k-Gleichung entwickelt, die beiden





























Cµ = 0, 09 , σk = 1, 0 , σε = 1, 3 , Cε1 = 1, 44 , Cε2 = 1, 92 , (3.18)
sind an verschiedenen Experimenten kalibriert worden. Das Standard k − ε Modell
ist, wie in Kapitel 2.2.1 angesprochen, nur fu¨r hohe Reynoldszahlen gu¨ltig. In dieser
Arbeit werden 2-Schichten Turbulenzmodelle verwendet. Zum einen kommt das von
Sieger et al. [75] vorgestellte TLV Modell (Two- Layer Turbulence Model Using the
Normal Fluctuations
√
v′2 as Velocity Scale), zum anderen das von Schiele et al. [67]
entwickelte TRANSIC-T Modell (Transitional Intermittency Controlled Two-Layer
Model) zum Einsatz. Bei diesen 2-Schichten Modellen wird das Stro¨mungsgebiet in
zwei Zonen unterteilt. Im Gebiet hoher Reynoldszahlen werden die Turbulenzeﬀekte
mit dem k−εModell in der oben angegebenen Form berechnet, in wandnahen Gebieten
niedriger Reynoldszahlen kommt das im Folgenden vorgestellte Eingleichungsmodell
zum Einsatz.




Dieses Modell wurde 1993 von Rodi et al. [62] vorgestellt. Anders als die meisten
Eingleichungsmodelle verwendet dieses nicht
√
k als Geschwindigkeitsmaß, sondern
nach einem Vorschlag von Durbin [16] die wandnormalen Fluktuationen
√
v′2. Der
Vergleich mit DNS Daten fu¨r eine ausgebildete turbulente Kanalstro¨mung [45] und




4, 65 · 10−5 y∗2 + 4, 0 · 10−4 y∗) (3.19)






wurde gewa¨hlt, um das Modell auch fu¨r abgelo¨ste Grenzschichten anwendbar zu ma-
chen. Die in Gleichung (3.19) auftauchende turbulente kinetische Energie k wird mit
der selben Transportgleichung (3.16) berechnet wie im Standard k − ε Modell.
Als La¨ngenmaßstab wird eine mit den gleichen DNS Daten abgeglichene empirische
Korrelation verwendet, die einen einfachen linearen Zusammenhang
lµ,v = Cl,µ y (3.21)
zum Wandabstand herstellt. Die Modellkonstante wird mit Cl,µ = 0, 33 angegeben,
im TRANSIC-T Modell wird dagegen der leicht vera¨nderte Wert Cl,µ = 0, 3 verwen-
det. Auch die Approximation (3.21) ist bis zu y∗ = 60 sehr genau. Mit den beiden
Maßsta¨ben kann man die Beziehung fu¨r die turbulente Viskosita¨t angeben
µt = ρ lµ,v
√
v′2 . (3.22)
Die in Gleichung (3.10) angegebene Konstante wurde in den Ausdruck lµ,v hineinge-
zogen. In der k-Gleichung wird die turbulente Gro¨ße ε beno¨tigt, die, abgeleitet vom
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Abb. 3.2: Aufteilung des Rechengebiets in zwei Zonen:
I Standard k − ε Modell; I Eingleichungsmodell







berechnet wird. Das dabei verwendete dissipative La¨ngenmaß lε,v wird wiederum mit
der Hilfe der angesprochenen DNS Daten skaliert
lε,v =
1, 3 y





Mit diesem Modell ko¨nnen die turbulenten Gro¨ßen in Wandna¨he berechnet wer-
den. Angewandt in der 2-Schichten Formulierung wird das Eingleichungsmodell fu¨r
µt/µ ≤ 16 verwendet, womit man sich im Gu¨ltigkeitsbereich des Modell beﬁndet. Bei
Werten µt/µ > 16 kommen die Gleichungen des Standard k − ε Modells zum Tra-
gen. Fu¨r ein umstro¨mtes Turbinenstatorproﬁl ist die Aufteilung eines Ausschnitts des
Rechengebiets in die zwei Zonen in Abb. 3.2 dargestellt. Man erkennt, dass nur ein
sehr schmaler Streifen um das Proﬁl mit dem Eingleichungsmodell berechnet wird.
Ein wichtiger Punkt ist die korrekte Kopplung der beiden Zonen. In Abb. 3.3 ist
das Geschwindigkeitsproﬁl einer Grenzschichtstro¨mung ohne Druckgradient bei einer
Impulsverlustdicken-Reynoldszahl von Reδ2 = 1410 dargestellt. Als Vergleich zu der
Berechnung mit dem TLV Modell sind die Ergebnisse einer DNS aufgetragen, die von
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Abb. 3.3: Geschwindigkeitsproﬁl einer Grenzschichtstro¨mung ohne Druckgradient bei
Reδ2 = 1410
Spalart [79] durchgefu¨hrt wurde. An der Kopplungsstelle der beiden Schichten bei
y+ ≈ 45 wird ein glatter U¨bergang berechnet.
3.2 Transitionsmodellierung
Anders als zum Beispiel bei Low-Reynolds-Number (LRN) k − ε Modellen oder
Reynoldsspannungsmodellen (RSM), die per se Eﬀekte des Grenzschichtumschlags ab-
bilden, muss bei dem hier gewa¨hlten Ansatz dies durch ein zusa¨tzliches Transitionsmo-
dell bewerkstelligt werden. Zu diesem Zweck wird in die Wirbelviskosita¨tsbeziehung
des Eingleichungsmodells (3.22) die Intermittenzfunktion γ
µt = ρ lµ,v
√
v′2 γ (3.25)
eingefu¨gt. Diese Funktion nimmt in laminaren Gebieten den Wert γ = 0 an. Im Tran-
sitionsbereich liegt die Intermittenzfunktion zwischen 0 < γ < 1, in vollturbulenten
Gebieten bei γ = 1. Damit wird die turbulente Diﬀusion sowie vor allem die Pro-
duktion von Turbulenz in transitionalen Gebieten geda¨mpft, in laminaren vollsta¨ndig
unterdru¨ckt. Diese Idee ist an den von Emmons [17] eingefu¨hrten Intermittenzfak-
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tor angelehnt, der den Bruchteil der Zeit angibt, in dem an einer bestimmten Stelle
turbulente Stro¨mung anzutreﬀen ist. In Abha¨ngigkeit von der lokalen mit der Impuls-
verlustdicke gebildeten Reynoldszahl Reδ2 sowie deren noch zu bestimmenden Werte





0, fu¨r Reδ2 < A Reδ2,S
1− exp (−4, 65η5 ) + η (1− η) (η2 − η + 0, 5) , fu¨r A Reδ2,S ≤ Reδ2 ≤ Reδ2,E







eine dimensionslose Koordinate entlang der Wand darstellt. Der Wert fu¨r die Inter-
mittenzfunktion ist normal zur Wand innerhalb der Grenzschicht konstant. In einem
schmalen Band zwischen 0, 92·δ und 1, 1·δ wird der Wert in der Grenzschicht u¨ber eine
Sinushalbwelle mit dem Wert γ = 1 in der turbulenten Außenstro¨mung verbunden.
Die in den Gleichungen (3.26) und (3.27) vorkommende Funktion A wurde eingefu¨gt,
um Eﬀekte der pra¨transitionalen Grenzschicht zu beru¨cksichtigen (vgl. Kapitel 2.3.2).
Abb. 3.4 skizziert den Verlauf der Intermittenzfunktion fu¨r einen Anwendungsfall. Als
Vergleich ist der ha¨uﬁg in der Literatur zu ﬁndende Verlauf nach Narasimha [56] an-
gegeben. Es ist augenfa¨llig, dass die hier verwendete Verteilung die pra¨transitionale
Grenzschicht beinhaltet, deren Einﬂuss mit 0 < γ ≤ 0, 1 abgebildet wird. Die In-
termittenzverteilung in einer Stro¨mung mit Bypass-Transition um eine scharfkantige,
ebene Platte ist beispielhaft in Abb. 3.5 dargestellt. Die x-Koordinate la¨uft dabei
entlang der Platte und y gibt den Wandabstand an.
Die Werte fu¨r Reδ2,S, Reδ2,E und die Funktion A werden fu¨r die beiden verwendeten
Modelle unterschiedlich bestimmt.
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Abb. 3.4: Intermittenzfunktion γ nach Schiele et al. [67]
Abb. 3.5: Intermittenzverteilung einer transitionalen Plattenstro¨mung
3.2.1 Bestimmung des Transitionsbereichs im TLV Modell
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Der letzte Term modelliert dabei den Einﬂuss des Druckgradienten auf den Beginn des
Umschlags. Dieser Term ist aus der Korrelation von Abu-Ghannam und Shaw (2.31)
entnommen. Die ersten beiden Terme auf der rechten Seite, die von der Turbulenz
in der Außenstro¨mung abha¨ngig sind, wurden durch Anpassung an neuere Messdaten
entwickelt [75]. Der Zusammenhang fu¨r die Bestimmung des Transitionsendes
Reδ2,E = 540 + 183, 5 (15, 0 Re
0,8
x,S ·10−5 − 1, 5) (1− 1, 4 λ2) , (3.29)
mit Rex,S = xS u∞,S /ν, ist ebenfalls den Untersuchungen von Abu-Ghannam und







3.2.2 Bestimmung des Transitionsbereichs im TRANSIC-T Modell




vorhergesagt. Das Ende des Umschlagbereichs wird in Abha¨ngigkeit von Reδ2,S be-
rechnet
Reδ2,E = D · Reδ2,S . (3.32)




0, 04ψS + 2, 2 , fu¨r ψS ≥ 0
0, 055ψS + 2, 2 , fu¨r ψS < 0 ,
(3.33)
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∞,S , fu¨r λ2,S ≥ 0







∞,S , fu¨r λ2,S < 0 .
(3.34)
Der Pohlhausen-Parameter λ2 und der Freistromturbulenzgrad Tu∞ werden jeweils
mit dem entsprechenden Wert am Transitionsbeginn in Gleichung (3.34) eingesetzt.
In Kapitel 2.3.5 wurde bereits darauf hingewiesen, dass bei einem Beschleunigungs-
parameter K > 3 · 10−6 keine Turbulenzﬂecken gebildet und bestehende Fluktuatio-
nen in der Grenzschicht geda¨mpft werden. Dieser Beobachtung folgend nimmt die
Intermittenzfunktion in diesem Modell erst Werte γ > 0 an, wenn der Beschleuni-









3.2.3 Bestimmung der Impulsverlustdicke
Fu¨r die Bestimmung der Transitionszone werden in den beiden Modellen Kriterien fu¨r
die Impulsverlustdicken-Reynoldszahl Reδ2 verwendet. Die numerische Bestimmung
der dafu¨r beno¨tigten Impulsverlustdicke δ2 wird in diesem Abschnitt beschrieben.
Um die Impulsverlustdicke zu berechnen, wird der Bereich von der Wand bis zur
Grenzschichtdicke δ numerisch integriert. Das Problem besteht in der korrekten Be-
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stimmung der Grenzschichtdicke. Nur wenn diese zuverla¨ssig ermittelt werden kann,
sind auch zutreﬀende Vorhersagen des Umschlagbereichs zu erwarten. Die integrale
Gro¨ße δ2, genau wie die Verdra¨ngungsdicke δ1, reagiert bei Stro¨mungen ohne Druck-
gradient nicht sehr sensitiv auf kleine A¨nderungen des oberen Integrationsbereichs, da
der Integrand (vgl. Gleichung (2.22)) im oberen Bereich keinen großen Beitrag liefert.
In diesem Fall entwickelt sich ein Geschwindigkeitsproﬁl, wie es in Abb. 3.6(a) skizziert
ist. Die Grenzschichtdicke la¨sst sich hier sehr einfach bestimmen, indem man zuerst
die Geschwindigkeit in der ungesto¨rten Außenstro¨mung umax bestimmt und dann aus
dem Geschwindigkeitsproﬁl entlang der Wandnormalen die Stelle bestimmt, bei der
die lokale Geschwindigkeit den Wert 0, 99 umax erreicht. Bei Stro¨mungen mit Druck-
gradienten sehen die Geschwindigkeitsproﬁle anders aus. Auf der Druckseite einer
Turbinenschaufel beispielsweise zeigt sich ein Proﬁl, wie es in Abb. 3.6(b) dargestellt
ist. Fu¨r eine solche Verteilung, die auch bei den in Kapitel 4 vorgestellten Testfa¨llen
anzutreﬀen ist, wird die Impulsverlustdicke mittels des u¨ber einen ru¨ckwa¨rts gerich-
teten Diﬀerenzenquotienten approximierten Geschwindigkeitsgradienten
gj =
uj − uj−1
yj − yj−1 (3.36)
bestimmt. Fa¨llt der bezogene Gradient
gj
gw
unter einen bestimmten Wert, ist die
Grenzschichtdicke erreicht. Bei der Umstro¨mung eines Turbinenproﬁls, wie es in Ka-
pitel 5 berechnet wird, treten an der Saugseite Geschwindigkeitsproﬁle auf, die dem in
Abb. 3.6(c) skizzierten entsprechen. In diesem Fall haben die beiden oben beschriebe-
nen Verfahren zur Bestimmung der Grenzschichtdicke keine zuverla¨ssigen Ergebnisse
gebracht, so dass ein anderes Vorgehen angewendet wurde, das eine Idee von Schobeiri
[69] aufgreift und fu¨r den Einsatz in einem iterativen Verfahren vereinfacht wird. Da-
bei wird die Geschwindigkeit außerhalb der Grenzschicht durch eine lineare Verteilung
ulin angena¨hert (Abb. 3.7). Die Grenzschichtdicke δ ergibt sich an der Stelle, an der
der Geschwindigkeitsverlauf 99% der linearen Geschwindigkeit erreicht.
3.3 Numerisches Verfahren
Das in dieser Arbeit verwendete Berechnungsverfahren NS2D in der Version V2 ist, wie
der Name andeutet, ein zweidimensionaler Navier-Stokes Code. Das bedeutet, dass die
reynoldsgemittelten Navier-Stokes Gleichungen in einer Ebene gelo¨st werden. Dabei
wird angenommen, dass man die berechneten Stro¨mungen zweidimensional behandeln
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Abb. 3.7: Verfahren zur Bestimmung der Grenzschichtdicke
kann, wodurch sich der numerische Aufwand gegenu¨ber einer dreidimensionalen Be-
schreibung um ungefa¨hr zwei Gro¨ßenordnungen reduzieren la¨sst. Wie in Kapitel 2.2
erla¨utert, sind turbulente Stro¨mungen immer dreidimensional. Die Verwendung von
RANS-Modellen, bei denen nicht die turbulenten Fluktuationen berechnet werden,
sondern deren gemittelte Charakteristika, erlauben aber diese Vereinfachung. Mit
diesem Vorgehen lassen sich na¨herungsweise ebene Stro¨mungspha¨nomene, wie sie in
den na¨chsten Kapiteln vorgestellt werden, hinreichend genau abbilden.
Der in FORTRAN geschriebene Code wurde am Lehrstuhl und Laboratorium fu¨r Hy-
draulische Maschinen und Anlagen der Technischen Universita¨t Mu¨nchen entwickelt
und dem Fachgebiet Turbomaschinen und Fluidantriebstechnik freundlicherweise im
Quelltext zur Verfu¨gung gestellt [77],[78]. Das inkompressible Verfahren basiert auf der
Finite-Volumen-Methode, wodurch die Erhaltungseigenschaften der zugrundeliegen-
den Gleichungen erfu¨llt werden. Diese konservative Eigenschaft der Finite-Volumen-
Methode sowie die physikalische Bedeutung der diskretisierten Terme machen diesen
Ansatz bei der Stro¨mungsberechnung sehr popula¨r.
Im folgenden Unterkapitel werden die Diskretisierungsmethoden beschrieben, mit de-
nen die partiellen Diﬀerentialgleichungen in algebraische u¨berfu¨hrt werden. Das ent-
standene lineare Gleichungssystem wird mit dem SIP-Verfahren (Strongly Implicit
Procedure) nach Stone [81] gelo¨st, das auf der ILU-Zerlegung basiert. Fu¨r die Bestim-
mung des Druckfelds kommt das SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked
Equations) Druckkorrekturverfahren nach Patankar und Spalding [58] zum Einsatz.
Der Code ist mittels MPI-Bibliotheken (Message Passing Interface) parallelisiert. Fu¨r
jeden Block (vgl. Kapitel 3.3.1) wird ein eigener Prozess gestartet, der einem beliebi-
gem Rechner in einem Netzwerk zugewiesen werden kann. Die maximale Anzahl der
Prozessoren wird aus diesem Grund durch die Anzahl der Blo¨cke bestimmt.
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Abb. 3.8: Beispiel eines blockstrukturierten Gitters fu¨r die Berechnung der
Umstro¨mung eines Kreiszylinders
3.3.1 Diskretisierungsmethoden
Der Code NS2D verarbeitet krummlinige, randangepasste blockstrukturierte Gitter.
Das bedeutet, dass das zu berechnende Stro¨mungsgebiet in mehrere Blo¨cke unterteilt
werden kann, die jeweils einen strukturierten Aufbau haben, beschreibbar durch die
beiden Laufvariablen i und j. Ein Beispiel fu¨r ein blockstrukturiertes Gitter beste-
hend aus sieben Blo¨cken ist in Abb. 3.8 dargestellt. Der Erzeugung der in dieser
Arbeit verwendeten Gitter liegen die von Casey und Wintergerste [8] beschriebenen
Anforderungen an die Gitterqualita¨t zugrunde.
Die Erhaltungsgleichungen werden an den durch das Gitter vorgegebenen Punkten
in diskretisierter Form ausgewertet. Dazu wird im Folgenden eine allgemeine Erhal-
tungsgleichung in integraler Form
∫
S














betrachtet [19]. Mit ni wird der Normalenvektor in i -Richtung, mit Γ der Diﬀusi-
onskoeﬃzient, mit S die Oberﬂa¨che des betrachteten Kontrollvolumens und mit Ω
dessen Volumen bezeichnet. Im zweidimensionalen Fall wird aus der Oberﬂa¨che der
einzelnen Zellseitenﬂa¨chen deren Seitenla¨nge, aus dem Volumen der Zelle wird deren
Oberﬂa¨che. Die Erhaltungsgleichung besteht aus einem konvektiven Term auf der
linken Seite sowie einem diﬀusiven Term und einem Quellterm auf der rechten Sei-
te. Auf die Behandlung der zeitabha¨ngigen A¨nderungen wird spa¨ter eingegangen, fu¨r
diese Betrachtungen wird der instationa¨re Term weggelassen.
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Abb. 3.9: Kontrollvolumen eines zweidimensionalen, kartesischen Gitters (nach
Ferziger und Peric´ [19])
• Approximation der Oberﬂa¨chenintegrale
Die konvektiven und diﬀusiven Flu¨sse, allgemein f genannt, werden durch die Summe








f dS . (3.38)
Die Integrale u¨ber die einzelnen Seiten werden mit Hilfe der Mittelpunktsregel durch
den Wert des Integranden im Zellseitenmittelpunkt multipliziert mit der Seitenla¨nge
approximiert. Mit der in Abb. 3.9 dargestellten Notation an einem Kontrollvolumen,
la¨sst sich die eben besprochene Na¨herung zum Beispiel fu¨r die Ostseite einer Zelle mit
∫
Se
f dS ≈ fe Se (3.39)
angeben. Die Anwendung der Mittelpunktsregel auf die numerische Integration liefert
eine Genauigkeit zweiter Ordnung, d.h. der Approximationsfehler skaliert sich mit
dem Quadrat der Seitenla¨nge Se. Da die Stro¨mungsgro¨ßen im Punkt e nicht bekannt
sind, mu¨ssen sie aus den Werten in den benachbarten Zellmittelpunkten P und E
interpoliert werden. Um die Genauigkeit zweiter Ordnung nicht zu verlieren, sollten
die zur Interpolation verwendeten Diskretisierungsverfahren eine mindestens ebenso-
hohe Ordnung aufweisen. Fu¨r die Diskretisierung der diﬀusiven Flu¨sse kommt das
Zentraldiﬀerenzenverfahren (Central Diﬀerencing Scheme, CDS) zur Approximation
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≈ φE − φP
xE − xP . (3.40)
Dieses Verfahren ist auf a¨quidistanten Gittern von zweiter Ordnung. Bei sich
vera¨ndernder Gitterweite ist die Genauigkeit von ∆x und der Expansionsrate der
Zellen ξ = xE−xe
xe−xP abha¨ngig. Ferziger und Peric´ [19] weisen allerdings darauf hin, dass
sich bei diesem Verfahren die Fehlerreduktion bei Gitterverfeinerung a¨hnlich der eines
Verfahrens zweiter Ordnung auch bei nicht-a¨quidistanten Gittern verha¨lt.
Fu¨r die Diskretisierung der konvektiven Flu¨sse wird das SMART-Verfahren (Sharp
and Monotonic Algorithm for Realistic Transport) eingesetzt, da das CDS in diesem
Fall nicht uneingeschra¨nkt stabil ist. Fu¨r ein Kontrollvolumen mit Zellmittelpunkt
bei i− 1 wird fu¨r die normalisierte abha¨ngige Variable
φˆk =
φk − φi−2
φi − φi−2 , (3.41)





φˆi−1 und α− ∈ (−1/8, 3/8) fu¨r φˆi−1 ∉ [0, 1]
3φˆi−1 und α− ∈ (0, 3/8] fu¨r φˆi−1 ∈ [0, 1/6)
1 und α− ∈ [−1/8, 0) fu¨r φˆi−1 ∈ (5/6, 1]
3
8









Die Genauigkeit des von Gaskell und Lau [23] entwickelten Algorithmuses ist von
dritter Ordnung. Das Verfahren ist numerisch stabiler als andere Diskretisierungs-
verfahren dieser Ordnung und zeigt keine unphysikalischen Oszillationen im Bereich
steiler Gradienten.
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• Approximation der Volumenintegrale




q dΩ ≈ qP ∆Ω . (3.44)
Da alle Stro¨mungsgro¨ßen im Punkt P bekannt sind, wird keine Interpolation beno¨tigt.
Ist q konstant oder a¨ndert sich die Gro¨ße nur linear innerhalb des Kontrollvolumens,
ist diese Na¨herung exakt. Andernfalls tritt ein fu¨hrender Abbruchfehler auf, der sich
proportional zum Quadrat der Zellﬂa¨che ∆Ω verha¨lt.
• Zeitdiskretisierung
Bei der Berechnung instationa¨rer Probleme kommt eine weitere Dimension ins Spiel
- die Zeit. Anders als die ra¨umlichen Koordinaten weist die Zeit eine ausgezeichne-
te Richtung auf. Bei elliptischen Problemen kann eine o¨rtlich begrenzte Kraft die
Stro¨mung an jedem Ort beeinﬂussen, das aber nur in der Zukunft. Instationa¨re
Stro¨mungen sind daher durch einen parabolischen Charakter in der Zeit gekennzeich-
net.
Fu¨r diese Arbeit wurde bei instationa¨r behandelten Problemen das vollimplizite
3-Zeitebenen Verfahren verwendet. Der zeitabha¨ngige Term wird u¨ber einen ru¨ckwa¨rts






3φn+1i − 4φni + φn−1i
2∆t
. (3.45)
Es mu¨ssen immer die Daten von drei Zeitebenen gespeichert werden. Das 3-Zeitebenen
Verfahren ist uneingeschra¨nkt stabil [19], d.h. die Stabilita¨t ist nicht von der Gro¨ße des
Zeitschritts abha¨ngig. Bei zu großen Zeitschritten kann es lediglich zu oszillierenden
Lo¨sungen kommen, die ein Indiz fu¨r große Approximationsfehler des Verfahrens sind.
Bei der Berechnung periodisch-instationa¨rer Stro¨mungsvorga¨nge mit RANS-
Turbulenzmodellen muss man darauf achten, dass die Frequenzen der turbulenten und
der periodischen Schwankungen weit genug auseinander liegen und sich gegenseitig
nicht beeinﬂussen (Spectral Gap). Bei den hier berechneten Testfa¨llen liegen die
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periodischen Zeitskalen um mehrere Gro¨ßenordnungen u¨ber denen der turbulenten,
wodurch die Turbulenz ausschließlich u¨ber das Turbulenzmodell abgebildet wird. Die
Zeitschritte sind groß genug, dass nur die periodischen Eﬀekte erfasst werden.
3.3.2 Rand- und Anfangsbedingungen
Die iterative, numerische Lo¨sung der Diﬀerentialgleichungen ist nur durch Vorgabe
von Randbedingungen mo¨glich. Bei instationa¨ren Stro¨mungsproblemen wird auch
noch eine Anfangsbedingung fu¨r den Zeitpunkt t = t0 beno¨tigt. Die Initialisierung
des Stro¨mungsfelds bei instationa¨ren Berechnungen erfolgt mittels einer stationa¨ren
Lo¨sung. Das so initialisierte Stro¨mungsfeld wird solange instationa¨r berechnet, bis
sich eine periodische Lo¨sung einstellt. Im Folgenden werden die verwendeten Rand-
bedingungstypen kurz erla¨utert.
An festen Wa¨nden haftet das Fluid, wodurch an der Wand die Geschwindigkeiten und
damit auch die turbulente kinetische Energie zu Null werden
ui,w = kw = 0 . (3.46)
Der Gradient der wandnormalen Geschwindigkeit in der wandnormalen Richtung ver-
schwindet ebenfalls, wie in Abb. 3.10 skizziert. Die Dissipationsrate von k weist da-
gegen einen endlichen Wert an der Wand auf. Dieser wird nach einem Vorschlag von
Chapman und Kuhn [10] durch den Ausdruck
εw =
4 kP ′ ν
y2P ′
− εP ′ (3.47)
bestimmt. Der Index P ′ bezeichnet die Werte im Zellmittelpunkt des wandna¨chsten
Kontrollvolumens. Diese Bedingung unterscheidet sich in ihrem Verhalten praktisch








die direkt aus Gleichung (3.16) folgt, numerisch aber wesentlich schwieriger zu hand-
haben ist. Da mit den verwendeten 2-Schichten Modellen die Grenzschichten nume-
risch aufgelo¨st werden sollen, muss man an die wandna¨chsten Zellmittelpunkte P ′
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Abb. 3.10: Geschwindigkeiten u und v an einer Wandrandbedingung
eine Bedingung stellen. Diese Punkte mu¨ssen in der viskosen Unterschicht (vgl. Ka-
pitel 2.2.1) liegen, also im Bereich des linearen Zusammenhangs u+ = y+, da sonst




und damit die Wandschubspannung
τw nicht korrekt berechnet werden. Der Punkt P
′ muss also an jeder Position an
der Wand im Bereich y+ < 5 liegen. Die besten Ergebnisse wurden mit der noch
restriktiveren Bedingung y+ < 1 erzielt.
Am Eintritt in das Rechengebiet werden Dirichletsche Randbedingungen vorgegeben,
d.h. die Werte fu¨r die Geschwindigkeiten u und v sowie fu¨r die turbulenten Gro¨ßen k










beziehungsweise bei isotroper Turbulenz
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Die Austrittsrandbedingungen werden als Neumannsche Randbedingung deﬁniert,
ha¨uﬁg auch Nullgradienten-Bedingungen genannt. Hier wird der Gradient der
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Abb. 3.11: Geschwindigkeiten u und v an einer Symmetrierandbedingung
Stro¨mungsgro¨ßen normal zum Rand mit
∂φ
∂xi
ni = 0 (3.52)
vorgegeben. Der Austrittsrand sollte so weit stromab liegen, dass eine Ru¨ckwirkung
der Randbedingung auf den interessierenden Stro¨mungsbereich ausgeschlossen werden
kann.
Symmetriera¨nder werden nicht durchstro¨mt. Die randnormale Geschwindigkeit fa¨llt
auf Null, die Geschwindigkeit parallel zum Rand weist einen verschwindenden Gra-
dienten auf, wie in Abb. 3.11 dargestellt. A¨hnlich wie bei der Austrittsbedingung
werden die skalaren Flu¨sse durch eine Nullgradienten-Bedingung festgelegt.
Als weiterer Randbedingungstyp werden periodische Ra¨nder verwendet, um eine un-
endlich lange Reihe sich wiederholender Stro¨mungsbereiche durch die Berechnung eines
einzelnen dieser Bereiche zu simulieren. So ko¨nnen zum Beispiel Stro¨mungen durch
Schaufelgitter, wie in Abb. 3.12 gezeigt, sehr elegant berechnet werden. Periodische
Ra¨nder mu¨ssen immer paarweise auftreten. Die Flu¨sse, die das Rechengebiet u¨ber den
einen Rand verlassen, werden als Eingangsgro¨ße fu¨r den anderen Rand gesetzt.
Die Knotenverteilung auf dem Rand benachbarter Blo¨cke muss nicht u¨bereinstimmen,
da die Ra¨nder zwischen zwei Blo¨cken als Non-Matching (NM) Interfaces gesetzt wer-
den ko¨nnen (Abb. 3.13). Durch diese Mo¨glichkeit ko¨nnen die Gebiete, in denen große
Gradienten der Stro¨mungsgro¨ßen auftreten, auf sehr einfache Art und Weise nume-
risch feiner aufgelo¨st werden als das u¨brige Rechengebiet. Eine genauere Beschreibung
der Behandlung der interfaceu¨berschreitenden Flu¨sse ﬁndet sich bei Ferziger und Pe-
ric´ [19].
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Abb. 3.12: Modellierung eines Schaufelgitters mit periodischen Randbedingungen
Abb. 3.13: Knotenverteilung an einem Non-Matching Interface
Bei der Modellierung sich relativ zueinander bewegender Strukturen, wie z.B. bei
der Stator-Rotor Interaktion, mu¨ssen sich auch numerische Gitter gegeneinander ver-
schieben. Die Relativbewegung der Gitter wird durch ein Sliding Interface realisiert.
Die Gitter werden abha¨ngig von der Geschwindigkeit der Gitter und der Gro¨ße des
Zeitschritts gegeneinander verschoben, wobei die Verschiebung unabha¨ngig von der
Knotenverteilung am Interface gewa¨hlt werden kann. Die Behandlung der inter-
faceu¨berschreitenden Flu¨sse wird wie bei den NM Interfaces vorgenommen.
3.4 Fehlerquellen bei CFD Berechnungen
Das Auftreten von Fehlern bei CFD-Berechnungen ist unvermeidlich, schon aus dem
Grund, dass es sich um ein iteratives Verfahren handelt, das sich einer Lo¨sung nur
anna¨hern kann. Welche Fehler bei CFD-Berechnungen auftreten ko¨nnen und wie man
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sie, wenn mo¨glich, vermeidet oder quantiﬁziert, wird in diesem Abschnitt betrachtet.
Grundsa¨tzlich kann man konzeptionelle und numerische Fehler unterscheiden.
3.4.1 Konzeptionelle Fehler
Zu den konzeptionellen Fehlern geho¨ren die Modellfehler und die Anwenderfehler.
Erstere beschreiben den Unterschied zwischen der tatsa¨chlichen Stro¨mung und der
exakten Lo¨sung der mathematischen Gleichungen [26]. Die Navier-Stokesschen Glei-
chungen ko¨nnen zwar als exakt angenommen werden, deren direkte Lo¨sung ist fu¨r
die meisten technischen Stro¨mungen aber zu aufwendig. Die Modellierung der Tur-
bulenz kann Quelle gro¨ßerer Abweichungen sein. Weitere mo¨gliche Quellen sind die
Vernachla¨ssigung der Kompressibilita¨t des Fluids, die Annahme konstanter Stoﬀwerte,
die Annahme vereinfachender Randbedingungen oder die Vereinfachung der Geome-
trie.
Durch eine falsche Bedienung kann man auch mit einem guten Code sehr schlechte
Ergebnisse produzieren. Zu den Anwenderfehlern za¨hlt zum Beispiel die Vorgabe un-
zutreﬀender Randbedingungen oder die Wahl falscher Parameter. Numerische Gitter
schlechter Qualita¨t fu¨hren ebenfalls zu erho¨hten Fehlern, die vom Anwender abha¨ngig
sind. Fehler im Programm, sogenannte Bugs, werden auch zu den konzeptionellen
Fehlern gerechnet.
Die Abscha¨tzung der konzeptionellen Fehler ist in vielen Fa¨llen nicht mo¨glich. Wenn
die numerischen Fehler, die im na¨chsten Punkt beleuchtet werden, vernachla¨ssigbar
sind, ergeben sich die konzeptionellen Fehler als Unterschied zwischen den numeri-
schen Ergebnissen und denen parallel durchgefu¨hrter Experimente, wenn auch die
experimentellen Fehler vernachla¨ssigbar sind.
3.4.2 Numerische Fehler
Die numerischen Fehler ko¨nnen aus der U¨berfu¨hrung der partiellen Diﬀerentialglei-
chungen in ein algebraisches Gleichungssystem herru¨hren. Diese Diskretisierungsfehler
ko¨nnen durch die Richardson Extrapolation quantiﬁziert werden [19]. Dazu wird der
gleiche Fall auf drei systematisch verfeinerten Gittern berechnet, die alle fein genug
sind, so dass eine monotone Konvergenz verzeichnet werden kann. Die Ordnung der
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wobei φh1 eine charakteristische Lo¨sungsgro¨ße, erzielt mit dem gro¨bsten Gitter, und r
den Verfeinerungsfaktor (r = 2 bei Verdoppelung der Kontrollvolumen in jede Koor-
dinatenrichtung) bezeichnen. Der Diskretisierungsfehler la¨sst sich dann mittels
ξh ≈ φh1 − φh2
rp − 1 (3.54)
abscha¨tzen. Verfeinert man die Gitter so weit, dass sich die Lo¨sungsgro¨ßen nur noch
innerhalb eines deﬁnierten Toleranzbereichs a¨ndern, so spricht man von einer git-
terunabha¨ngigen Lo¨sung. In diesem Fall kann man den Diskretisierungsfehler ver-
nachla¨ssigen.
Die zweite Art numerischer Fehler kann durch den Unterschied zwischen der exak-
ten und der iterativen Lo¨sung der diskreten Gleichungen deﬁniert werden. Dieser
Iterationsfehler tritt dadurch auf, dass man den Iterationsprozess an einer Stelle ab-
brechen muss, da man sich der exakten Lo¨sung nur asymptotisch anna¨hern kann.
Diese Anna¨herung kann anhand der Residuen verfolgt werden. Der Lo¨ser berechnet
das lineare Gleichungssystem
Aφ = b , (3.55)
das hier in symbolischer Schreibweise angegeben wird. Nach m Iterationen erfu¨llt die
bis dahin erzielte Approximationslo¨sung φm die Gleichungen nicht exakt, so dass ein
Residuum ρm auftritt
Aφm = b− ρm . (3.56)
Ga¨ngige Praxis ist, die Lo¨sung als auskonvergiert zu betrachten, wenn die Residuen
um mindestens vier Gro¨ßenordnungen gefallen sind. In diesem Fall kann man auch
die iterativen Fehler vernachla¨ssigen.
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4 Validierung des Verfahrens
4.1 Berechnung der Bypass-Transition an der ebenen Platte
4.1.1 Verifikation der Implementierung anhand der T3C Testfa¨lle
Die Stro¨mung um eine scharfkantige, du¨nne, ebene Platte ist in der Vergangenheit oft
untersucht worden. Die im Vergleich zur Turbinenschaufel oder zum Tragﬂu¨gel sehr
einfache Geometrie bietet die Mo¨glichkeit grundlegende Stro¨mungspha¨nomene weitge-
hend isoliert betrachten zu ko¨nnen. Im Rahmen der ERCOFTAC (European Research
Community on Flow, Turbulence and Combustion) ”Transition Modelling Special In-
terest Group (SIG10)” wurden Ergebnisse zu experimentellen Untersuchungen u¨ber
transitionale Stro¨mungen um ebene Platten zur Verfu¨gung gestellt, die im Rolls-Royce
Applied Science Laboratory durchgefu¨hrt wurden [88]. Die Reihe der T3C Testfa¨lle
behandelt den Bypass-Transitionstyp unter dem Einﬂuss eines Druckgradienten, der
dem Druckverlauf an der Saugseite einer aft-loaded ausgelegten Turbinenschaufel ent-
spricht. Der Versuchsaufbau zu den Windkanaluntersuchungen ist in Abb. 4.1 dar-
gestellt. Der Druckgradient wird der vermessenen Platte durch eine Konturierung
der gegenu¨berliegenden Windkanalwand (in der Abbildung gestrichelt eingezeichnet)














Abb. 4.1: Versuchsaufbau zu den experimentellen Windkanaluntersuchungen der
T3C Testfa¨lle nach Roach und Brierley [59]
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Abb. 4.2: Druckverlauf an der ebenen Platte fu¨r den Testfall T3C5







ist als Diﬀerenz zwischen dem lokalen, statischen Druck p und dem Umgebungsdruck
p0 bezogen auf den Staudruck deﬁniert. Die Geschwindigkeiten ui (xi, t) in und außer-
halb der Grenzschicht wurden durch Hitzdrahtmessungen entlang normal zur Platte
verlaufender Linien aufgenommen, der statische Druck wurde an 23 entlang der Platte
verteilten Druckmessbohrungen bestimmt. Anhand der Hitzdrahtmessdaten konnten
unter anderem der Turbulenzgrad und die dargestellten Grenzschichtgro¨ßen Reibungs-
beiwert und Formfaktor ermittelt werden.
Die fu¨nf Testfa¨lle T3C1 bis T3C5 unterscheiden sich durch die Reynoldszahl und den
Freistromturbulenzgrad. Die Eintrittsrandbedingungen fu¨r die einzelnen Testfa¨lle, die
stationa¨r berechnet wurden, sind in Tab. 4.1 zusammengefasst. Der Turbulenzgrad in
der Außenstro¨mung oberhalb der Plattenvorderkante ist bei den vier Konﬁgurationen
T3C2 - T3C5 identisch, wodurch sich der Einﬂuss der Reynoldszahl auf die Lage
des Transitionsgebiets aufzeigen la¨sst. Die Geschwindigkeit der Anstro¨mung ist aus
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den Messungen bekannt. Der mit einem Turbulenzsieb erho¨hte Turbulenzgrad wurde
an mehreren Positionen im Freistrom im Bereich der Platte vermessen. Der Wert der
turbulenten kinetischen Energie am Eintritt wurde aus diesen Werten extrapoliert [86].
Die Dissipationsrate der turbulenten kinetischen Energie am Eintritt la¨sst sich u¨ber
die vereinfachte k-Gleichung
ε = −u dk
dx
(4.2)
bestimmen. Fu¨r den statistisch stationa¨ren Fall abklingender isotroper Windkanaltur-
bulenz, wie er in der Anstro¨mung anna¨hernd vorliegt, lassen sich die Transporteﬀekte
aus der Diﬀusion und der Produktion vernachla¨ssigen. Mit den so erhaltenen Randbe-
dingungen fu¨r die turbulenten Gro¨ßen ergibt sich, beispielhaft fu¨r die Testfa¨lle T3C1
und T3C2 angegeben, das in Abb. 4.3 und Abb. 4.4 gezeigte Abklingverhalten des
Turbulenzgrads in der Außenstro¨mung, das den gemessenen Verlauf gut widerspie-
gelt.
Fu¨r die numerischen Berechnungen wurden drei sukzessive durch Verdoppelung der
Kontrollvolumen in jede Koordinatenrichtung verfeinerte Gitter verwendet. Das mitt-
lere, mit dem gitterunabha¨ngige Lo¨sungen erzielt werden konnten, besteht aus 168×74
Kontrollvolumen und ist in Abb. 4.5 zu sehen. Das Gitter ist zur Wand hin und auch
im Bereich der Plattenvorderkante stark verfeinert, um die in diesen Bereichen auf-
tretenden hohen Gradienten auﬂo¨sen zu ko¨nnen. Der dimensionslose Wandabstand
der wandna¨chsten Zellen bei diesem Gitter liegt durchga¨ngig bei y+ < 1. Das Re-
chengebiet beginnt 100 mm stromauf der Plattenvorderkante. Ein 200 mm langes von
Symmetriera¨ndern begrenztes Gebiet schließt sich der Plattenhinterkante an, um am
Austritt, wo eine Neumann-Randbedingung vorgegeben wird, eine mo¨glichst ausgegli-
















Tu∞(x = 0) [%] ReL
T3C1 5,9 0,72 57,0 7,7 6, 69 · 105
T3C2 5,0 0,059 2,0 3,0 5, 67 · 105
T3C3 3,7 0,042 1,6 3,0 4, 19 · 105
T3C4 1,2 0,0068 0,11 3,0 1, 36 · 105
T3C5 8,4 0,2 13,5 3,0 9, 52 · 105
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Abb. 4.3: Abklingverhalten des Freistromturbulenzgrads fu¨r den Testfall T3C1
Abb. 4.4: Abklingverhalten des Freistromturbulenzgrads fu¨r den Testfall T3C2






Abb. 4.5: Numerisches Gitter fu¨r die Testfa¨lle T3C
chene Stro¨mung zu erreichen. Ru¨ckwirkungen der Randbedingung auf die Stro¨mung
im Bereich der Platte werden so vermieden. Die Dichte der stro¨menden Luft wur-
de entsprechend den Messungen mit ρ = 1, 2 kg /m3, die dynamische Viskosita¨t mit
µ = 1, 8 · 10−5 kg /(m s) vorgegeben.
Bei der Vorstellung der beiden hier verwendeten Turbulenzmodelle TLV und
TRANSIC-T (TRT) [75], [67] wurden auch Ergebnisse zu den T3C Testfa¨llen
pra¨sentiert. Durch den Vergleich mit den hier erzielten Ergebnissen kann gezeigt
werden, dass die Modelle korrekt in den Code NS2D implementiert wurden. Dazu
werden die Verla¨ufe des Reibungsbeiwerts cf und des Formfaktors H12 entlang der
Plattenoberﬂa¨che dargestellt. Durch diese Grenzschichtgro¨ßen kann die Lage des
laminar-turbulenten Umschlags gut aufgezeigt werden. Die Testfa¨lle werden in der
Reihenfolge des auftretenden Umschlags aufgefu¨hrt. Neben den im Rahmen dieser
Arbeit erzielten Ergebnissen (TLV,TRT) und den experimentell ermittelten Daten
(Exp. R.R.) werden als zusa¨tzlicher Vergleich numerische Ergebnisse aufgetragen, die
mit zwei Low-Reynolds-Number (LRN) k − ε Turbulenzmodellen berechnet wurden.
Diese Ergebnisse entstammen Untersuchungen von Unger [86] und wurden mit den
Modellen von Abid (AB) [1] und Chang et al. (CHC) [9] erhalten. Diese beiden
Modelle sind dafu¨r bekannt, die Lage des Transitionsbereichs unter den Einﬂusspa-
rametern Reynoldszahl, Freistromturbulenzgrad und Druckgradient gut vorhersagen
zu ko¨nnen. Lediglich die Ausdehnung des Umschlaggebiets wird von diesen Modellen
etwas zu kurz berechnet[86].
Ausgelo¨st durch den hohen Freistromturbulenzgrad schla¨gt die Grenzschicht beim
Testfall T3C1 vollsta¨ndig im beschleunigten Bereich vor dem Druckminimum um, wie
in Abb. 4.6 und Abb. 4.7 zu sehen ist. Dieses Ergebnis liefern alle Modelle. Das TLV
Modell berechnet den Umschlag erheblich zu fru¨h und zu abrupt, das TRT Modell
liegt na¨her an den experimentellen Vergleichsdaten. Die beiden LRN k − ε Modelle
sagen die Lage des Transitionsgebiets sehr genau voraus, das Minimum und das Maxi-
mum im Verlauf des Reibungsbeiwerts werden aber bei diesem hohen Turbulenzgrad
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Abb. 4.6: Verlauf des Reibungsbeiwerts cf entlang der Platte fu¨r den Testfall T3C1
Abb. 4.7: Verlauf des Formfaktors H12 entlang der Platte fu¨r den Testfall T3C1
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Abb. 4.8: Verlauf des Reibungsbeiwerts cf entlang der Platte fu¨r den Testfall T3C5
Abb. 4.9: Verlauf des Formfaktors H12 entlang der Platte fu¨r den Testfall T3C5
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Abb. 4.10: Verlauf des Reibungsbeiwerts cf entlang der Platte fu¨r den Testfall T3C2
Abb. 4.11: Verlauf des Formfaktors H12 entlang der Platte fu¨r den Testfall T3C2
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Abb. 4.12: Verlauf des Reibungsbeiwerts cf entlang der Platte fu¨r den Testfall T3C3
Abb. 4.13: Verlauf des Formfaktors H12 entlang der Platte fu¨r den Testfall T3C3
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Abb. 4.14: Verlauf des Reibungsbeiwerts cf entlang der Platte fu¨r den Testfall T3C4
Abb. 4.15: Verlauf des Formfaktors H12 entlang der Platte fu¨r den Testfall T3C4
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sehr schwach ausgepra¨gt berechnet. Beim AB und CHC Modell fa¨llt ebenfalls der zu
ﬂache cf -Verlauf im vollturbulenten Bereich der Grenzschicht auf.
Die restlichen vier Testfa¨lle weisen einen Freistromturbulenzgrad von 3% in Ho¨he der
Plattenvorderkante auf, unterscheiden sich aber in der Reynoldszahl. Der Transiti-
onsbereich beim Testfall mit der ho¨chsten Anstro¨mgeschwindigkeit (T3C5) liegt auch
noch vollsta¨ndig im beschleunigten Teil der Stro¨mung. Das TLV Modell berechnet
hier wieder eine zu kurze Transitionszone, die diesmal aber zu weit hinten einsetzt
(Abb. 4.8 und Abb. 4.9). Das TRT Modell triﬀt den Beginn und das Ende des Um-
schlags sehr genau, der cf -Verlauf liegt allerdings im Ganzen etwas zu hoch. Bei den
Testfa¨llen mit niedrigerem Turbulenzgrad liefern die LRN k − ε Modelle unterschied-
liche Ergebnisse. Das AB Modell sagt den Beginn der Transition besser voraus als
das CHC Modell, das noch spa¨ter umschla¨gt als das TLV Modell. Beide LRN k − ε
Modelle berechnen die Ausdehnung des Umschlaggebiets zu gering.
Der Testfall T3C2 ist der mit der na¨chstniedrigeren Reynoldszahl. Die Modelle AB,
TLV und TRT treﬀen den Transitionseinsatz sehr gut. Die berechneten Positionen
fu¨r den Beginn der Transition bei diesen drei Modellen folgen kurz aufeinander, wie
in Abb. 4.10 und Abb. 4.11 zu sehen ist. Das TRT Modell berechnet auch die La¨nge
der transitionalen Zone sehr exakt. Besonders der Verlauf des Formfaktors liegt sehr
nahe an den gemessenen Werten. Das Umschlagsgebiet des CHC Modells liegt viel
zu weit stromab und die Stro¨mung schla¨gt sehr schnell um. Die mit diesem Modell
beschriebene Stro¨mung steht kurz vor der Ablo¨sung, was durch das niedrige Minimum
des Reibungsbeiwerts und den Anstieg des Formfaktors dokumentiert wird.
Bei weiter abgesenkter Reynoldszahl, realisiert im Testfall T3C3, bleibt die Stro¨mung
u¨ber mehr als 2/3 der Plattenla¨nge laminar. Hier stehen die Ergebnisse fu¨r alle darge-
stellte Modelle vor der Ablo¨sung oder sagen diese, wie das Modell AB, sogar voraus.
Bei einer Ablo¨seblase bilden sich zwei Staupunkte, der Ablo¨se- und der Wiederan-
legepunkt (vgl. Abb. 2.5). Zwischen diesen beiden Punkten stro¨mt das Fluid in
umgekehrter Richtung entlang der Oberﬂa¨che, was sich in einer negativen Wandschub-
spannung bzw. einem negativen Reibungsbeiwert niederschla¨gt. Als weiteres Indiz fu¨r
die aufgetretene Ablo¨sung kann der bis auf Werte H12 > 4 angestiegene Formfaktor
herangezogen werden. Bei den anderen Modellen kommt der drohenden Ablo¨sung der
laminar-turbulente Umschlag zuvor. Dieser wird aber wieder zu abrupt berechnet mit
Ausnahme des TLV Modells. Letzteres zeigt bei diesem kritischen Testfall eine sehr
gute U¨bereinstimmung mit den Messdaten.
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Beim Testfall T3C4 tritt schließlich auch bei der im Experiment realisierten Stro¨mung
eine Ablo¨seblase auf. Dies wird auch von allen Modellen wiedergegeben, wobei die
vom AB Modell beschriebene Stro¨mung sich nicht wieder an die Platte anlegt, sondern
vollsta¨ndig abreißt. Dieser Testfall zeigt, dass die in dieser Arbeit verwendeten Modelle
auch Ablo¨sepha¨nomene und die Transition u¨ber abgelo¨ste Scherschichten abbilden
ko¨nnen.
Abschließend kann man die mit dem TLV und TRT erzielten Ergebnisse fu¨r die T3C
Testfa¨lle als sehr gut mit den Experimenten u¨bereinstimmend bezeichnen. Die in der
Literatur vero¨ﬀentlichten Daten fu¨r die beiden Modelle zeigen im Allgemeinen das glei-
che Verhalten (vgl. [75] und [67]). Geringe Abweichungen lassen sich dadurch erkla¨ren,
dass die Modelle hier in einen elliptischen Navier-Stokes-Code und nicht in einen pa-
rabolischen Grenzschicht-Code implementiert wurden. Besonders die kleineren Unter-
schiede in den Ablo¨sebereichen des Testfalls T3C4 sind darauf zuru¨ckzufu¨hren.
Thurso [83] hat die Testfa¨lle T3C1, T3C2 und T3C5 mit dem linearen LRN k − ε
Modell nach Fan et al. (FLB) [18], dem nichtlinearen LRN k − ε Modell nach Lien
et al. (LCL) [51] und dem V2F Modell nach Lien und Durbin [52] berechnet. Das
lineare FLB Modell liefert Ergebnisse, die mit dem ebenfalls linearen CHC Modell
vergleichbar sind. Das LCL Modell zeigt die Tendenz, sehr abrupt und viel zu fru¨h
umzuschlagen. Lediglich die Ergebnisse des V2F Modells liegen a¨hnlich nahe an den
experimentellen Daten wie die der beiden 2-Schichten Modelle.
4.1.2 Bypass-Transition an der ebenen Platte mit C4-Vorderkante
Der Einﬂuss der Vorderkantengeometrie auf die Bypass-Transition wurde von Kal-
fas [40]-[43] eingehend untersucht. Bei diesen Untersuchungen wurde eine ebene Platte
mit C4-Vorderkante in einer Windkanal-Messstrecke mit quadratischem Querschnitt
umstro¨mt (Abb. 4.16). Die Plattendicke der symmetrischen C4-Kontur ist analytisch
durch




















beschreibbar (x in [mm]) und wird beim Design von Turbinenschaufelproﬁlen ha¨uﬁg
eingesetzt, um eine laminare Ablo¨sung der Stro¨mung an der Vorderkante zu verhin-
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Abb. 4.16: Aufbau der Messstrecke (nach Kalfas [43]) und Kontur der
Plattenvorderkante
dern [40]. Die Grenzschicht wurde mit einer Eindraht-Hitzdrahtsonde an verschiede-
nen Positionen der Platte vermessen. Ebenso wurde der Turbulenzgrad stromauf der
Platte ermittelt. Dieser la¨sst sich nach [43] gut durch die Beziehung







beschreiben, wobei x+x0 die Lauﬂa¨nge ausgehend vom Turbulenzsieb, das zur Erzeu-
gung einer deﬁnierten Turbulenzgradverteilung in einem Abstand von x0 = 650 mm
vor der Platte montiert wurde, und dTS = 10 mm den Drahtdurchmesser des Siebma-
terials angeben.
Das numerische Gitter ist in Abb. 4.17, der Bereich der Vorderkante vergro¨ßert in
Abb. 4.18 dargestellt. Mit dem Gitter bestehend aus 232×82 Kontrollvolumen wurde
eine gitterunabha¨ngige Lo¨sung erzielt. Die verwendeten Eintrittsrandbedingungen




Abb. 4.17: Numerisches Gitter in einer gro¨beren Darstellung
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Abb. 4.18: Vernetzung der Vorderkante
Mit den nach Gleichung (4.4) ermittelten turbulenten Gro¨ßen am Eintritt ergibt sich
fu¨r die beiden Modelle der in Abb. 4.19 aufgetragene Verlauf fu¨r den Abfall des Frei-
stromturbulenzgrads. Der hauptsa¨chlich durch die Kontur der Vorderkante bestimmte
Druckbeiwert cp entlang des Plattenproﬁls ist vergleichend in Abb. 4.20 dokumentiert.
Ein bekannter Schwachpunkt des k − ε Turbulenzmodells ist eine u¨berma¨ßige Pro-
duktion von turbulenter kinetischer Energie im Bereich von Staupunkten. Der exakte





zu bestimmen. In dem hauptsa¨chlich an Scherstro¨mungen kalibrierten Turbulenzmo-
dell wird dieser unter Verwendung des Gradientenﬂussansatzes durch
Pk−ε = νt S2 (4.6)


























5,0 0,0783 1,017 4,1 1,196 1,808·10−5
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Abb. 4.19: Abfall des Freistromturbulenzgrads
Abb. 4.20: Verlauf des Druckbeiwerts cp entlang der Platte





bezeichnet ein Maß fu¨r die Dehnungsgeschwindigkeit und Sij den in Gleichung (2.4)
deﬁnierten Dehnungsgeschwindigkeitstensor. Ha¨uﬁg wird als Abhilfe der von Kato
und Launder [44] vorgeschlagene modiﬁzierte Produktionsterm
















den Drehgeschwindigkeitstensor angibt. In Bereichen Ω < S, wie z.B. in Stau-
punktna¨he, fu¨hrt die Modiﬁkation zu einer gewollten Reduzierung der turbulenten
kinetischen Energie. In Bereichen Ω > S, die bei der Umstro¨mung stumpfer Ko¨rper
u¨ber weite Gebiete auftreten [55], kommt es allerdings zu einer unerwu¨nschten und
auch unphysikalischen Erho¨hung von k.
Einen diﬀerenzierteren Ansatz liefert die Modiﬁkation nach Moore und Moore [54],
die davon ausgeht, dass die U¨berproduktion von k im Bereich des Staupunkts auf die
Verletzung der Realizability-Bedingungen zuru¨ckzufu¨hren ist. Realizability ist nach
Schumann [74] als mathematisch-physikalisches Prinzip fu¨r die Reynoldsschen Span-
nungen deﬁniert, das die Turbulenzmodelle davor bewahren soll, unphysikalische Er-
gebnisse zu produzieren. Danach du¨rfen die Normalkomponenten des Reynoldsschen
Spannungstensors keine negativen Werte annehmen und die einzelnen Komponenten
mu¨ssen die Schwarzsche Ungleichung erfu¨llen
u′αu′α ≥ 0, (4.11)
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Abb. 4.21: Konturplot des Turbulenzgrads im Vorderkantenbereich: (a) Standard








wobei u¨ber doppelte Indizes in den Gleichungen (4.11) und (4.12) nicht summiert
wird. Der Koeﬃzient Cµ wird bei dieser Anpassung nicht mehr als konstanter Wert
vorgegeben, sondern durch den funktionalen Zusammenhang
Cµ,r =
1








beschrieben, wodurch sichergestellt wird, dass die Realizability-Bedingungen auf jeden
Fall erfu¨llt werden.
Ob die beiden 2-Schichten Modelle die gleichen Schwa¨chen im Staupunktbereich zei-
gen wie das k−εModell, soll an diesem Testfall untersucht werden. Die Berechnungen
werden jeweils in der Originalformulierung und in der nach Moore und Moore modi-
ﬁzierten Version durchgefu¨hrt, so dass man anhand der Ergebnisse entscheiden kann,
ob die Verwendung einer U¨berproduktionsmodiﬁkation indiziert scheint.
Fu¨r einen ersten Eindruck wird in Abb. 4.21 der Turbulenzgrad im Bereich der Vor-
derkante fu¨r Rechnungen mit dem k − ε Modell in der Standard-Formulierung und
dem TLV Modells in der Originalformulierung miteinander verglichen. Es fa¨llt auf,
dass das 2-Schichten Modell eine wesentlich geringere Produktion von Turbulenz auf-
weist. Fu¨r eine genauere Untersuchung werden die Verla¨ufe des Turbulenzgrads in der
pra¨transitionalen Grenzschicht bei 5%, 10% und 15% der Plattenla¨nge in Abb. 4.22
gegenu¨bergestellt. Dabei sind die Ergebnisse der beiden 2-Schichten Modelle TLV
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und TRT und die der nach Moore und Moore erweiterten Versionen TLV+MM und
TRT+MM aufgetragen. Die erweiterten Modelle da¨mpfen die Produktion von k so-
weit, dass das typische Maximum, wie es bei den experimentellen Daten zu sehen ist,
nicht ausgebildet wird. Am besten kann das TLV Modell den gemessenen Werten
folgen. Beim TRT Modell wird das Maximum zu gering berechnet.
Abschließend werden fu¨r die vier zuvor dargestellten Modelle die Verla¨ufe des Rei-
bungsbeiwerts und des Formfaktors in Abb. 4.23 und Abb. 4.24 miteinander vergli-
chen. Durch die stark geda¨mpfte Produktion turbulenter kinetischer Energie schla-
gen die modiﬁzierten Modelle deutlich zu spa¨t um. Der Beginn der Transition wird
von den unmodiﬁzierten Modellen recht gut getroﬀen, die Umschlag geht beim TLV
Modell allerdings viel zu schnell vonstatten. Der Reibungsbeiwert bei den beiden
Originalmodellen na¨hert sich nach abgeschlossener Transition dem Verlauf nach Glei-
chung (2.25) an. Bedingt durch die Konturierung der Vorderkante liegen die Messwerte
unter dem Verlauf des TLV und TRT Modells. Bei den modiﬁzierten Modellen wird
die Turbulenz in Wandna¨he so stark geda¨mpft, dass die Wandschubspannung nicht
auf das Niveau einer vollturbulenten Grenzschicht ansteigt. Die Ergebnisse erha¨rten
die Einscha¨tzung, dass fu¨r die Berechnung der Umstro¨mung stumpfer Ko¨rper mit den
2-Schichten Modellen keine U¨berproduktionsmodiﬁkation beno¨tigt wird.
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Abb. 4.22: Turbulenzgrad in der Grenzschicht an drei verschiedenen Positionen
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Abb. 4.23: Verlauf des Reibungsbeiwerts cf entlang der Platte
Abb. 4.24: Verlauf des Formfaktors H12 entlang der Platte
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4.2 Berechnung laminarer Ablo¨seblasen
In dem in Abb. 4.1 skizzierten Windkanal des Rolls-Royce Applied Science Labo-
ratory wurden von Coupland und Brierley [11] auch Untersuchungen zu lamina-
ren Ablo¨seblasen durchgefu¨hrt, deren Ergebnisse im Rahmen der ERCOFTAC zur
Verfu¨gung gestellt wurden [12]. Untersucht wurden Stro¨mungen um eine ebene Plat-
te mit einer halbkreisfo¨rmigen Vorderkante mit einem Durchmesser von d = 10 mm.
Durch die starke Kru¨mmung lo¨st die laminare Grenzschicht, anders als bei der zu-
vor betrachteten C4 Vorderkante, kurz vor Erreichen der maximalen Plattendicke
ab, schla¨gt in der abgelo¨sten Scherschicht um und legt sich unter Ausbildung einer
Ablo¨seblase als turbulente Grenzschicht wieder an die Platte an. In modernen Turbo-
maschinen werden zwar u¨blicherweise keine halbkreisfo¨rmigen Vorderkanten verwen-
det, laminare Ablo¨seblasen treten aber auf der Saugseite speziell ausgelegter Turbi-
nenschaufeln auf, wie in Kapitel 2.3.3 beschrieben wurde.
Von den sechs experimentell untersuchten Konﬁgurationen wurden die drei Testfa¨lle
T3L3, T3L4 und T3L6 gewa¨hlt, deren Eintrittsrandbedingungen in Tab. 4.3 zu ﬁnden
sind. Die turbulenten Eintrittsgro¨ßen sind auf dem gleichen Weg ermittelt worden wie
in Kapitel 4.1.1. Die drei ausgewa¨hlten Testfa¨lle unterscheiden sich in der Reynolds-
zahl und dem Freistromturbulenzgrad, wobei die Testfa¨lle T3L3 und T3L4 die gleiche
Geschwindigkeit und die Testfa¨lle T3C3 und T3C6 den anna¨hernd gleichen Turbu-
lenzgrad in der Anstro¨mung aufweisen. Dadurch kann der Einﬂuss der Turbulenz und
der Reynoldszahl getrennt beleuchtet werden. Die zwei verschiedenen Freistromtur-
bulenzgrade wurden in den experimentellen Untersuchungen durch die Verwendung
von Turbulenzsieben unterschiedlicher Maschenweite realisiert.
Fu¨r die numerischen Berechnungen kamen drei Gitter unterschiedlicher Gitterweite
zum Einsatz. Mit dem mittleren Gitter bestehend aus 182 × 120 Kontrollvolumen
konnten gitterunabha¨ngige Lo¨sungen fu¨r die verschiedenen Testfa¨lle erzielt werden.


























T3L3 4,85 0,0271 0,268 2,77
T3L4 4,85 0,0953 0,933 5,20 1,2 1, 81 · 10−5
T3L6 9,70 0,1036 2,000 2,72




Abb. 4.25: Gro¨bstes numerisches Gitter fu¨r die T3L Testfa¨lle
Abb. 4.26: Mittleres Gitter im Bereich der Halbkreisvorderkante
Das gro¨bste Gitter ist in Abb. 4.25, der Bereich der Vorderkante des mittleren Gitters
in Abb. 4.26 dargestellt.
Da die in den T3L Testfa¨llen untersuchten Stro¨mungen auch einen Staupunkt
aufweisen, werden in den folgenden Abbildungen wieder die Modelle mit und oh-
ne Realizability-Modiﬁkation mit den experimentell ermittelten Daten verglichen.
Dadurch soll gezeigt werden, ob sich die Schlussfolgerungen aus dem vorhergehen-
den Abschnitt bezu¨glich U¨berproduktionsmodiﬁkation bei der hier betrachteten
Stro¨mungskonﬁguration, bei der eine andere Transitionsart untersucht wird, unter-
mauern lassen. Im folgenden sind die Turbulenzgradverla¨ufe in der Grenzschicht an
jeweils vier verschiedenen Positionen dargestellt. Auf der gleichen Seite sind Stromli-
nienkonturen der entsprechenden Modelle abgebildet. Danach werden die Geschwin-
digkeitsproﬁle in der Grenzschicht an den gleichen vier Positionen gegenu¨bergestellt.
Bei den Verla¨ufen des Turbulenzgrads und der Geschwindigkeitsproﬁle bezeichnet
y/d den mit dem Durchmesser der Halbkreisvorderkante entdimensionierten Wand-
abstand ausgehend von der Plattenoberﬂa¨che. Schließlich werden die Verla¨ufe des
Reibungsbeiwerts und des Formfaktors vergleichend aufgetragen.
Beim Testfall T3L3 sind die Turbulenzgradverla¨ufe und Geschwindigkeitsproﬁle bei
x/d = {1, 1; 1, 5; 2, 1; 4, 2} aufgetragen. Die ersten drei Positionen, die dritte aller-








Abb. 4.27: Stromlinien fu¨r den Testfall T3L3 (TLV Modell)
Abb. 4.28: Vom TLV/TLV+MM Modell berechnete Turbulenzgradverla¨ufe in der








Abb. 4.29: Stromlinien fu¨r den Testfall T3L3 (TLV+MM Modell)








Abb. 4.30: Stromlinien fu¨r den Testfall T3L3 (TRT Modell)
Abb. 4.31: Vom TRT/TRT+MM Modell berechnete Turbulenzgradverla¨ufe in der








Abb. 4.32: Stromlinien fu¨r den Testfall T3L3 (TRT+MM Modell)
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Abb. 4.34: Verlauf des Reibungsbeiwerts cf fu¨r den Testfall T3L3
Abb. 4.35: Verlauf des Formfaktors H12 fu¨r den Testfall T3L3
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dings nur knapp, liegen im Experiment im Bereich der Ablo¨seblase. Der aufgetra-
gene Turbulenzgrad ist auf die Geschwindigkeit am Eintritt bezogen. Das TLV und
das TRT Modell bestimmen das Maximum in der Turbulenzgradverteilung recht gut,
lediglich bei x/d = 1, 1 liegen die Werte zu hoch (Abb. 4.28 und 4.31). Auﬀa¨llig
ist aber der zu groß berechnete Bereich der Beeinﬂussung der Turbulenzproduktion
durch die Wand. Bei den modiﬁzierten Modellen wird die Produktion der turbulenten
kinetischen Energie zu stark geda¨mpft, erst bei x/d = 4, 2 bildet sich das grenz-
schichttypische Maximum aus. Dadurch wird auch die La¨nge der Ablo¨seblase um das
Drei- bis Vierfache u¨berscha¨tzt (Abb. 4.34 und 4.35). Die Blase ist am Bereich ne-
gativer Reibungsbeiwerte, ausgelo¨st durch die Ru¨ckstro¨mung, und am steilen Anstieg
des Formfaktors erkennbar. Zu beachten ist, dass negative Reibungsbeiwerte bei den
experimentellen Daten mit cf = 0 angegeben werden [11]. Die Modelle in der Original-
version sagen dagegen sowohl die La¨nge als auch die Ho¨he der Blase, die in Abb. 4.33
aus den Geschwindigkeitsverla¨ufen erkennbar ist, recht zuverla¨ssig voraus. Die stark
unterschiedliche Vorhersage der Blasengro¨ße ist auch sehr gut in den Stromlinienplots
erkennbar.
Die vier Positionen beim Testfall T3L4 liegen bei x/d = {1, 1; 1, 3; 1, 7; 3, 2}. Damit
beﬁnden sich wieder die ersten drei Positionen im Bereich der laminaren Ablo¨seblase,
wie sie experimentell ermittelt wurde. Durch den im Vergleich zum vorherigen Test-
fall fast doppelt so hohen Freistromturbulenzgrad bei gleicher Reynoldszahl verklei-
nert sich die Blase nur sehr geringfu¨gig. Die modiﬁzierten Modelle reagieren sehr
viel sta¨rker auf den vera¨nderten Turbulenzgrad als die Originalversionen oder die ex-
perimentellen Daten (Abb. 4.43 und 4.44). Dennoch wird die La¨nge und Ho¨he der
Ablo¨seblase von dem TLV+MM und dem TRT+MM Modell immer noch viel zu groß
berechnet. Die vom TLV und TRT Modell berechnete Lage und Gro¨ße der Blase
stimmt mit den Messwerten gut u¨berein.
Der Testfall T3L6 zeichnet sich durch die Verdoppelung der Anstro¨mgeschwindigkeit
bei wieder verringertem Freistromturbulenzgrad aus. Bei diesen Stro¨mungsbedingung-
en ist eine wesentlich kleinere Blase gemessen worden als bei den anderen beiden
Konﬁgurationen. Der Einﬂuss der Reynoldszahl auf die La¨nge der Ablo¨seblase zeigt
sich als sehr viel ausgepra¨gter als der des Turbulenzgrads. Der Vergleich zwischen
den modiﬁzierten und den unmodiﬁzierten 2-Schichten Modellen fa¨llt a¨hnlich aus wie
bei den vorangegangenen Betrachtungen. Lediglich die Ho¨he der Ablo¨sezone wird
in diesem Stro¨mungsbeispiel von dem TLV+MM und dem TRT+MM Modell leicht
besser beschrieben, wie in Abb. 4.51 zu sehen ist. Die La¨nge der Blase wird aber
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Abb. 4.36: Stromlinien fu¨r den Testfall T3L4 (TLV Modell)
Abb. 4.37: Vom TLV/TLV+MM Modell berechnete Turbulenzgradverla¨ufe in der
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Abb. 4.38: Stromlinien fu¨r den Testfall T3L4 (TLV+MM Modell)
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Abb. 4.39: Stromlinien fu¨r den Testfall T3L4 (TRT Modell)
Abb. 4.40: Vom TRT/TRT+MM Modell berechnete Turbulenzgradverla¨ufe in der
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Abb. 4.41: Stromlinien fu¨r den Testfall T3L4 (TRT+MM Modell)
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